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Nanomatemàtiques:
modelització matemàtica a la nanoescala

Tim G. Myers, Francesc Font, Vincent Cregan i Michelle M. MacDevette

Resum: En aquest article exposem tres problemes estudiats recentment al grup de
Matemàtica Industrial del Centre de Recerca Matemàtica, en els quals l’aproximació del
continu resulta vàlida per a descriure fenòmens a la nanoescala:

1. Transferència de calor en nanofluids: els resultats experimentals que confir-
men l’increment de la capacitat de transferir calor dels nanofluids respecte dels
fluids estàndard són sovint contradictoris. Mitjançant una anàlisi de capa límit
mostrarem com el model matemàtic utilitzat en nombroses ocasions per justifi-
car l’increment en la transferència de calor dels nanofluids preveu, de fet, una
disminució d’aquesta propietat.

2. Fusió de nanopartícules: les nanopartícules mostren un increment abrupte de la
velocitat de transició de fase a mesura que el seu radi decreix. Presentarem un
model matemàtic que descriu aquest fenomen. El model preveu temps totals de
transició sòlid-líquid que concorden amb les observacions experimentals.

3. Increment del flux d’un fluid en nanotubs de carboni (CNT): mostrarem que els
resultats experimentals sobre l’increment de flux en nanotubs de carboni es
poden explicar mitjançant les equacions estàndard de la dinàmica de fluids amb
la incorporació d’una capa d’extinció (depletion layer ) a la interfície entre el fluid
i el sòlid.

Paraules clau: nanotubs, nanofluids, nanopartícules, transferència de calor, conducti-
vitat tèrmica, canvi de fase.

Classificació MSC2010: 80A20, 76T99, 80A22.

1 Introducció

La nanotecnologia tracta amb materials en què, com a mínim, la longitud
d’una de les tres dimensions espacials és inferior a 100 nm. En els últims anys
la nanotecnologia ha tingut un impacte extraordinari en diversos camps com la
medicina, la biotecnologia, la informàtica, la producció d’energia, la construcció,
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els cosmètics o l’enginyeria de materials. La recerca nanotecnològica ha estat
conduïda principalment per la química, la física, la biologia i l’enginyeria i,
en canvi, la matemàtica aplicada hi ha tingut un rol menys important. Tot
i així, com en molts altres camps de la ciència, la modelització matemàtica
podria exercir-hi un paper significatiu. En aquest article descriurem tres casos
relacionats amb la nanotecnologia on la modelització matemàtica i la utilització
de tècniques estàndard de la matemàtica aplicada han estat clau i han permès
obtenir resultats molt rellevants.

Els problemes estudiats en les seccions que vénen a continuació són la
transferència de calor en nanofluids, la transició de fase en nanopartícules
i l’increment del flux d’un fluid a través de nanotubs de carboni. En cadascun
dels problemes tractats els models matemàtics desenvolupats fan servir la
teoria del continu, fet que ens condueix a la pregunta següent: fins a quina
longitud d’escala és aplicable la teoria del continu? La resposta senzilla és que la
teoria del continu es pot aplicar sempre que les variacions estadístiques de les
propietats materials, com ara la densitat, siguin petites. Per als fluids aquesta
variació sovint s’estima en l’1 % [1]. Basant-se en aquest valor Nguyen et al. [35]
estimen una mida crítica de 10 i 90 nm per a líquids i gasos, respectivament.
Però, comparant simulacions de dinàmica molecular amb càlculs basats en
les equacions de Navier-Stokes, Travis et al. [44] mostren que la teoria del
continu es pot aplicar a la dinàmica de l’aigua fins a 3 nm. Thomas et al. [43]
suggereixen un valor inferior d’1.66 nm. Si es tracta de transferència de calor, la
mida mínima suggerida és de 2 nm [20], encara que aquest límit pot dependre
del tipus de material, i altres autors estableixen valors entre 2 i 5 nm [26, 27].

Un nanofluid és un fluid que conté nanopartícules. Observacions experi-
mentals han mostrat que afegir nanopartícules a un fluid base pot produir una
millora en la seva conductivitat tèrmica i capacitat de transferir calor. Un dels
reptes importants de la societat moderna consisteix a mantenir els aparells
electrònics a una temperatura òptima per al seu funcionament. En els últims
anys, la grandària dels aparells s’ha anat reduint de manera progressiva fins
al punt que els mecanismes actuals de refredament resulten insuficients. Els
nanofluids han estat proposats com a candidats principals per a proporcionar
mecanismes de refredament eficients per a les noves tecnologies. A la secció 2
investiguem un model estàndard que descriu la dinàmica d’un nanofluid i que
mostra que, contràriament a l’opinió estesa, la seva capacitat de transferir calor
és inferior a la del corresponent fluid base.

A més de servir com a additius per a millorar les propietat de fluids refrige-
rants, les nanopartícules tenen una gran varietat d’aplicacions a la medicina,
el medi ambient, la fabricació de nous materials i l’emmagatzematge d’ener-
gia [3]. En medicina, es poden fer servir per a millorar la diagnosi i terapia
d’enfermetats, com a agents portadors de fàrmacs o com a principis actius. A
causa de l’estabilitat química i propietats òptiques de l’or, les nanopartícules
d’aquest material són les més utilitzades. El seu ús més estès és en la teràpia
d’hipertèrmia de tumors o com a agents de contrast per a l’obtenció d’imatges
mèdiques [10]. En certes circumstàncies, és important que les nanopartícules,
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després de completar la seva funció principal, es desintegrin en petits clústers
o molècules que puguin ser fàcilment expulsats del cos. A la secció 3 mode-
litzarem el canvi de fase sòlid-líquid en nanopartícules. Ho farem introduint
modificacions pertinents al problema clàssic de Stefan, que modelitza processos
de canvi de fase mitjançant la teoria del continu.

Els nanotubs de carboni (CNT) són nanoestructures cilíndriques formades
a partir de grafè i que tenen propietats insòlites: són molt bons conductors
tant tèrmics com elèctrics, i mostren una duresa i força mecànica inusuals.
Com a conseqüència, la recerca dels possibles usos i aplicacions dels CNT s’ha
intensificat de manera notable en els últims anys. Una de les aplicacions és
a la indústria tèxtil i es basa en les observacions que indiquen que els CNT
transporten l’aigua molt més de pressa del que prediu la teoria estàndard de la
dinàmica de fluids. Articles a les revistes Science i Nature [22, 30] varen indicar
inicialment un increment de la velocitat de tres ordres de magnitud. Estudis
més actuals [47] estimen un factor multiplicatiu de 45 com a increment màxim.
En la secció 4, fem servir un concepte de la dinàmica de fluids no newtonians
per a explicar per què l’increment de la velocitat de l’aigua a través dels CNT és
molt més elevat que el que prediu la teoria clàssica. El model que presentem
també suggereix una interpretació física de la condició de lliscament de Navier
(Navier slip condition).

2 Transferència de calor en nanofluids

Hi ha una gran quantitat d’articles experimentals que posen de manifest l’efi-
ciència i l’augment de la capacitat de transferència de calor dels nanofluids:
vegeu, per exemple, el recull fet a [25]. No obstant això, hi ha una quantitat
creixent d’estudis que evidencien el contrari, en particular l’article de referència
de Buongiorno et al. [9], el qual conclou que no hi ha cap augment anòmal
en la conductivitat tèrmica dels nanofluids estudiats. De fet, Buongiorno [8]
prèviament va desenvolupar un dels models més populars en el camp de la
dinàmica de nanofluids, el qual va utilitzar per concloure que el coeficient de
transferència de calor (HTC) augmenta quan la concentració de nanopartícu-
les del fluid augmenta. Recentment MacDevette et al. [29] varen presentar un
model quasi idèntic i, mitjançant la teoria estàndard de la capa límit, varen
arribar a la conclusió contrària. També expliquen per què el resultat obtingut
per Buongiorno et al. és diferent i per què alguns dels articles més citats que
van fer servir el mateix model també arriben a conclusions errònies.

En l’estat estacionari la dinàmica d’un nanofluid es descriu mitjançant les
equacions següents:

∇ · (ρnfu) = 0, (1)

ρnfu · ∇u = −∇p +∇ · (τ̃) , (2)

∇ · (χnfuT) = ∇ · (knf∇T), (3)

∇ · (φu) = ∇ ·
[
CBT∇φ+ CTφ

∇T
T

]
, (4)
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on u = (u,v) és la velocitat, p la pressió, τ̃ el tensor de tensions, T la tempera-
tura i φ la fracció volumètrica de nanopartícules. Els paràmetres que depenen
deφ són ρnf , χnf , knf i representen la densitat, el producte de la calor específi-
ca i la conductivitat tèrmica del nanofluid. Els subíndexs bf , np i nf indicaran
fluid base, nanopartícules i nanofluid, respectivament. Els termes difusius amb
els paràmetres CB i CT representen el moviment brownià i la termoforesi, respec-
tivament. El moviment brownià s’inclou perquè les nanopartícules són cossos
tan petits que la vibració de les molècules del fluid n’afecta el moviment. La
termoforesi indica que les partícules es mouen mitjançant els gradients de
temperatura, un fet que succeeix perquè les molècules calentes vibren més
ràpidament que les molècules fredes. Per tant, en presència d’un gradient de
temperatura les nanopartícules són empeses cap a la banda més freda. Les
condicions de contorn del sistema són, per a y = 0,

knf
∂T
∂y
= −Q, u = v = 0, (5)

que representa un flux constant i sense lliscament. A l’entrada, x = 0, és

φ = φin, T = T∞, u = (U,0), (6)

condicions que indiquen que inicialment el fluid està ben mesclat.
Per estudiar la capacitat del fluid d’extreure calor del sistema fem ús de les

variables escalades de la capa límit

x̂ = x
L
, ŷ = y

L

√
Re, T̂ = T − T∞

A
, (7)

û = u
U
, v̂ = v

U

√
Re, p̂ = p − p∞

ρbfU2
, (8)

on A correspon a una escala de temperatura encara per determinar, U és la
velocitat del fluid a l’infinit (far field velocity), Re = ρbfUL/µbf és el número
de Reynolds i µbf és la viscositat dinàmica del fluid base. Els paràmetres físics
que varien els escalem amb els valors del fluid base

µ̂nf =
µnf
µbf

, ρ̂nf =
ρnf
ρbf

, k̂nf =
knf
kbf

, φ̂ = φ
φin

, χ̂nf =
χnf
χbf

. (9)

Eliminant els barrets de la notació, l’equació reescalada per a φ esdevé

∇ · (φu) = γ ∂
∂y

[(
T + T∞

A

)
∂φ
∂y
+ λφ
T + T∞/A

∂T
∂y

]
, (10)

on γ = CBAρbf /µnf i λ = CT/(CBA). L’escala de temperatura queda determi-
nada a partir de la calor proporcionada al sistema. Per tant, la condició de
contorn (5) la redimensionalitzem de manera que kbfA

√
ReL−1Ty = Q, i esco-

llim A = QL/(kbf
√
Re). Típicament, per a nanofluids γ ∼ O(10−5), de manera

que el terme dominant de (10) és

∇ · (φu) = φ∇ · (u)+ u · ∇φ ≈ 0. (11)
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Fent servir l’expressió de la densitat del nanofluid, ρnf = φρnp + (1−φ)ρbf ,
l’equació de continuïtat en estat estacionari (1) esdevé

(φρnp + (1−φ)ρbf )∇ · u+ (ρnp − ρbf )u · ∇φ = 0. (12)

Partint de l’expressió (11) i substituint u · ∇φ=−φ∇·u a l’equació (12) s’obté
la condició d’incompressibilitat del fluid ∇ · u = 0. Llavors, l’expressió (11) es
pot escriure com

u · ∇φ = 0, (13)

que indica que φ és constant al llarg de les línies de corrent. Físicament això
significa que l’efecte del moviment brownià i de la termoforesi a la difusió és
tan petit que les partícules simplement es mouen amb el fluid i no els arriba
l’input de calor del contorn. El fet que γ tingui un valor tan petit indica que el
transport per difusió causat pel moviment brownià i per la termoforesi mai
no té un rol important en el flux en la capa límit. Així mateix, que φ sigui
constant implica que paràmetres com ρnf , µnf i knf són també constants.
Com a conseqüència, el model es pot simplificar de manera considerable, i es
pot aplicar una anàlisi estàndard de la capa límit a u i T . En aquest cas, les
equacions en l’estat estacionari són

∂u
∂x
+ ∂v
∂y
= 0, (14)

ρi

(
u
∂u
∂x
+ v ∂u

∂y

)
= −∂p

∂x
+ µi

∂2u
∂y2

+O(1/Re), (15)

0 = ∂p
∂y
+O(1/Re), (16)

u
∂T
∂x
+ v ∂T

∂y
= ki
χiPr

∂2T
∂y2

+O(1/Re), (17)

on el subíndex i denota el valor a l’entrada i Pr = µbfχbf /(ρbfkbf ) és el número
de Prandtl. L’equació (16) implica que p = p(x) i com que, en acostar-nos a
l’infinit, y →∞, u→ 1, v → 0, l’equació (15) ens indica que px = 0. Llavors, el
problema es redueix a

u
∂u
∂x
+ v ∂u

∂y
= νi

∂2u
∂y2

, u
∂T
∂x
+ v ∂T

∂y
= ki
χiPr

∂2T
∂y2

, (18)

on νi = µi/ρi. Per a completar el model imposem les condicions de contorn
redimensionalitzades següents:

u = v = 0, kiTy = −1 quan y = 0, (19)

u = 1, v = 0, T = 0 quan y → 0. (20)
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El mètode de la integral de balanç de la calor (HBIM), descrit a [33], es pot utilitzar
per trobar solucions aproximades per a la velocitat del fluid i la temperatura de la
capa límit. L’HBIM consisteix a triar un polinomi per a aproximar tant la velocitat
com la temperatura dins d’una capa límit finita, δ per a la velocitat i δT per a
la temperatura. L’aproximació per a la velocitat a prop del contorn concorda
satisfactòriament amb la solució exacta corresponent obtinguda mitjançant
l’anomenat mètode de Blasius [2]. Malauradament, el problema tèrmic no té
solució exacta i ens força a utilitzar un mètode aproximat.

Figura 1: Perfils de les capes límit per a la temperatura i la velocitat
per a valors de la fracció volumètrica φin = 1,5,10 %, representades
per les línies de punts, discontínues i contínues, respectivament, per al
nanofluid Al2 O3-aigua.

La figura 1 mostra la capa límit per a la velocitat i la temperatura en funció
de la posició per a diferents valors de la fracció volumètrica φin = 1,5,10 %,
utilitzant valors dels paràmetres corresponents a aigua amb nanopartícules d’a-
lúmina (Al2 O3). L’amplada de la capa límit augmenta amb la fracció volumètrica,
i això indica que el nanofluid pot extreure més calor amb un nombre més elevat
de nanopartícules. D’altra banda, la velocitat decreix quan la fracció volumètrica
creix, com es mostra en la figura 2 per als mateixos valors de φ, és a dir, la
transferència de massa és més lenta, fet que implica un efecte advers per a la
transferència de calor. Així doncs, els gràfics mostren que, per tal que el nano-
fluid tingui propietats físiques òptimes, s’ha de trobar una concentració òptima
de nanopartícules que augmenti suficientment el flux de calor (incrementant k)
sense disminuïr el flux de massa de manera significativa (incrementant µ).

El paràmetre clau d’aquest estudi és el coeficient de transferència de ca-
lor (HTC). Diversos autors reivindiquen que aquest paràmetre augmenta signifi-
cativament amb la concentració de nanopartícules. Una definició de l’HTC que
reflecteix correctament l’input d’energia del sistema és

H = Q
∫ δT
0 ρcudy∫ δT

0 ρcu(T − T∞)dy
. (21)
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Figura 2: Predicció de la velocitat mitjançant l’HBIM per a les fraccions
volumètriques φin = 1,5,10 %, que corresponen a la línia de punts,
discontínua i contínua, respectivament, per al nanofluid Al2 O3-aigua.

La figura 3 mostra l’HTC en funció de la distància, fent servir paràmetres cor-
responents a nanofluids d’aigua o etilenglicol com a fluid base i nanopartícules
d’alúmina. Clarament, l’HTC decreix quan augmenta la fracció volumètrica. És a
dir, el model mostra que l’HTC dels nanofluids no augmenta sinó que decreix, a
pesar de la multitud d’estudis existents, basats en el mateix model, que afirmen
totalment el contrari (per a una valoració més detallada d’alguns d’aquests es-
tudis vegeu [29]). Per exemple, l’anàlisi de capa límit feta a Buongiorno et al. [9]
és només vàlida en una regió tres ordres de magnitud més petita que l’amplada
de la subcapa laminar i, per tant, associada incorrectament a la regió exterior
del flux del fluid. Altres possibles fonts de discrepància entre l’estudi present i
treballs anteriors són: interpretacions diferents de l’HTC, hipòtesis errònies per
tal de reduir el grau de dificultat del model i valors incorrectes dels paràmetres
utilitzats.

Figura 3: Variació de l’HTC en funció de la distància per al fluid base
(cercles), etilenglicol o aigua, i φin = 1,5,10 %, corresponents a les línies
de punts, discontínua i contínua, respectivament.
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El nostre treball no prova de manera concloent que els nanofluids no puguin
millorar la capacitat d’extreure calor d’un sistema; és possible que l’observació
d’aquest increment en alguns dels experiments sigui deguda a mecanismes
físics no inclosos en el model present. A més a més, ens hem limitat a in-
vestigar nanofluids d’aigua i etilenglicol amb nanopartícules de Al2 O3; altres
combinacions fluid-sòlid podrien comportar un augment de la transferència de
calor.

La recerca en nanofluids és un camp extremament actiu. Una àrea on els
nanofluids han demostrat ser prometedors és en l’avenç de la tecnologia so-
lar. En particular, en els captadors solars d’absorció directa (DASC). Els DASC
són fluids que absorbeixen i transfereixen energia solar. No obstant això, a
causa de la seva baixa capacitat d’absorció, els fluids estàndard són inefi-
cients per a absorbir radiació solar. Per exemple, l’aigua només absorbeix
un 13 % de l’energia solar disponible [36]. S’ha mostrat, però, que nanopartí-
cules disperses en el fluid del captador solar en milloren les propietats òp-
tiques i termofísiques [15]. DASC basats en nanofluids (o NDASC) fan ser-
vir les propietats òptiques i termofísiques dels nanofluids per a absorbir i
dispersar la radiació solar. Estudis experimentals recents demostren que els
NDASC tenen molt potencial per a aprofitar de manera més eficient l’ener-
gia solar que els captadors solars convencionals. Per exemple, s’han trobat
increments en l’eficiència del 10–30 % [37, 41, 45, 50].

Actualment, els NDASC no són econòmicament viables [41]. Un dels reptes
tecnològics més importants del segle xxi és el de desenvolupar un sistema,
globalment i econòmicament viable, capaç de convertir energia solar en energia
tèrmica de manera eficient i que pugui competir amb els sistemes actuals de
generació d’energia per mitjà de combustibles fòssils. Per tal d’aconseguir-ho és
imprescindible fomentar la recerca, tant teòrica com experimental, en nanofluids.
Actualment, una de les línies de treball del nostre grup és, precisament, la
recerca de mètodes més eficients per a convertir energia solar en energia
tèrmica mitjançant els nanofluids.

3 Fusió de nanopartícules

Actualment, les nanopartícules són un tema molt actiu d’investigació gràcies
a les seves propietats úniques i la gran quantitat de noves aplicacions que
ofereixen en camps com l’òptica, l’electrònica, la biomedicina, la nanolitografia,
etc. [3, 24, 40]. Una de les raons del seu comportament inusual és l’alt valor del
quocient entre la proporció d’àtoms al volum i a la superfície de la nanopartí-
cula, que n’afecta de manera molt significativa les propietats materials [20]. Un
exemple concret és, com bé se sap, la davallada de la temperatura de fusió a
mesura que la grandària de la nanopartícula es redueix [40]. Els experiments
de Buffat i Borel [7] mostren una disminució de la temperatura de fusió d’uns
500 K en partícules d’or de radi lleugerament superiors a 1 nm. Les simulacions
de dinàmica molecular de Shim et al. [40] mostren disminucions de més de
800 K per sota de la temperatura de fusió estàndard (disminució d’un 40 %)
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per a nanopartícules d’or de radi d’uns 0.8 nm. Els medicaments amb baixa
solubilitat en aigua poden ser administrats en forma de nanopartícules per
millorar-ne l’absorció. Bergese et al. [6] i Liu et al. [28] estudien antibiòtics i
medicaments antianginosos, que mostren una disminució de la temperatura
de fusió d’uns 30 K (disminució d’un 10 %). A causa de la baixa toxicitat de l’or,
les nanopartícules d’aquest material també poden ser bones portadores de
medicaments o de gens per a teràpies gèniques [39]. Moltes aplicacions reque-
reixen que les nanopartícules es dissolguin després de complir la seva funció
principal i passin a través del sistema com a molècules o clústers dispersos.
Per tant, és important entendre la seva resposta a estímuls tèrmics, així com el
seu comportament en canviar de fase.

Si la densitat i la calor específica romanen aproximadament constants, la
temperatura de fusió es pot estimar mitjançant l’expressió següent de Gibbs-
Thomson generalitzada

Lm
(
Tm
T∗m
− 1

)
+∆c

[
Tm ln

(
Tm
T∗m

)
+ T∗m − Tm

]
= −2σslκ

ρs
, (22)

on Lm és la calor latent, Tm la temperatura de fusió, T∗m la temperatura de fusió
estàndard, ∆c = cl − cs la variació de la calor específica entre el sòlid i el líquid,
σ la tensió superficial i κ la curvatura mitjana. Fem notar que considerem els
canvis de pressió menyspreables. Per tant, en l’obtenció de (22), s’ha prescindit
d’un terme addicional que té en compte els canvis de pressió del sistema [4].
En la figura 4 es compara l’expressió de Gibbs-Thomson generalitzada amb
dades experimentals de nanopartícules d’or d’entre 2 i 12 nm [18]. La figura
interior mostra que l’expressió (22) és multievaluada i resulta inadequada per
a determinar la temperatura de fusió per a radis propers a la unitat. La línia
contínua correspon a l’expressió de Gibbs-Thomson generalitzada i la línia
discontínua representa la temperatura de fusió mitjançant l’expressió clàssica
de Gibbs-Thomson (i. e., substituint ∆c = 0 a (22)). Finalment, la línia de ratlles
i punts correspon a la coneguda fórmula de Pawlow [18].

El model matemàtic que presentem a continuació es pot situar dins del grup
conegut com a problemes de frontera mòbil o problemes de Stefan [13, 21].
Aquest model es diferencia dels models clàssics en el fet que el valor de la
temperatura a la frontera mòbil no és constant sinó que depèn del temps, com
succeeix en el procés de solidificació de líquids subrefredats [14, 17]. La condició
de Stefan, que descriu de manera apropiada la fusió d’una nanopartícula esfèrica,
és la següent:

∂T
∂t
= 1
r 2

∂
∂r

(
r 2 ∂T
∂r

)
, R < r < 1, (23)

∂θ
∂t
= k
c

1
r 2

∂
∂r

(
r 2 ∂θ
∂r

)
, 0 < r < R, (24)

on T(r , t) representa la temperatura de la fase líquida, θ(r , t) la temperatu-
ra de la fase sòlida i R = R(t) la posició de la frontera entre les dues fases.
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Figura 4: Variació de la temperatura de fusió de l’or en funció del radi
de la nanopartícula. La línia contínua representa l’expressió de Gibbs-
Thomson generalitzada, la discontínua la forma reduïda (cl = cs ), la de
punts i ratlles és la fórmula de Pawlow i els diamants representen les da-
des experimentals. El gràfic interior mostra que la fórmula generalitzada
de Gibbs-Thomson deixa de ser vàlida per a valors propers a 1 nm.

Les condicions de contorn són T(1, t) = 1 , T(R, t) = θ(R, t) = Tm i θr (0, t) = 0.
Finalment, la condició de Stefan proporciona una equació per a la posició de la
frontera entre el sòlid i el líquid

[β+ (1− c)Tm]
dR
dt
= k∂θ

∂r

∣∣∣∣
r=R

− ∂T
∂r

∣∣∣∣
r=R

. (25)

La temperatura de fusió redimensionalitzada, Tm, es determina via

0 = β
(
Tm +

Γ
R

)
+ (1− c)

δT

[(
Tm +

1
δT

)
ln (Tm δT + 1)− Tm

]
. (26)

Els paràmetres resultants de la redimensionalització són

αl =
kl
ρlcl

, c = cs
cl
, k = ks

kl
,

β = Lm
cl∆T

, δT = ∆T
T∗m
, Γ = 2σslT∗m

R0ρlLm∆T
,
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amb ∆T = TH − T∗m, on TH és la temperatura aplicada a la superfície de la
nanopartícula.

Amb un increment de la temperatura de ∆T = 10 K s’obté β ≈ 8, 40, 12
per a l’aigua, l’or i el plom, respectivament. Òbviament, com més petit és
l’increment ∆T , més gran és el valor de β. A causa del volum reduït de les
nanopartícules, l’energia requerida per fondre-les és molt petita: un increment
lleuger de la temperatura, ∆T , a la superfície de la nanopartícula és suficient
per a fondre-la de manera pràcticament instantània. Per tant, treballar amb
valors alts del número de Stefan, on β� 1, és una suposició raonable en aquest
context. Cal destacar que un valor petit de β indica un procés de fusió ràpid, ja
que la temperatura TH és molt més gran que la temperatura de fusió, T∗m, mentre
que un valor de β elevat implica un procés lent, ja que TH és propera a T∗m (tot
i això, els termes ràpid i lent són relatius ja que les escales de temps són de
l’ordre del pico segon). Això indica una relació entre l’escala de temps i β; per
tant, fent ús d’aquesta relació reescalem el temps mitjançant t = βτ i busquem
solucions del tipus T = T0 + T1/β+ · · · . Per a la fase líquida tindrem

O(1) : 0 = 1
r 2

∂
∂r

(
r 2 ∂T0

∂r

)
, T0(1, τ) = 1, T0(R, τ) = Tm, (27)

O(1/β) :
∂T0

∂τ
= 1
r 2

∂
∂r

(
r 2 ∂T1

∂r

)
, T1(1, τ) = 0, T1(R, τ) = 0, (28)

amb les solucions respectives

T0=1+ (Tm − 1)
R
r

(
1− r
1− R

)
, (29)

T1=
(3Rµ1 + Tm − 1)

6(1− R)2
{[
(3−r)r− 2

r

]
−R
r

(
1− r
1− R

)[
(3−R)R− 2

R

]}
dR
dτ
, (30)

on

µ1 =
c

3R
Γ[

1+ (1−c)
βδT ln (TmδT + 1)

] . (31)

Seguint el mateix procediment per a la temperatura de la fase sòlida, θ, obtenim

θ0 = Tm, θ1 = −
µ2

2kR
(R2 − r 2)

dR
dτ
, (32)

on

µ2 =
c

6k
βΓ

R2
[
β+ (1−c)

δT ln (TmδT + 1)
] . (33)

Substituint T ≈ T0 + T1/β i θ ≈ θ0 + θ1/β a la condició de Stefan (25) resulta

dR
dτ
= (Tm − 1)
R(1− R)

[
1+ 1

β

{(
1− c − 2

R

)
Tm +

2
R
− µ1 − µ2

}]−1

, (34)
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que es pot acoblar a la forma diferencial de l’equació de Gibbs-Thomson

dTm
dτ

= 3µ1

1− R
dR
dτ
. (35)

Aquestes equacions estan subjectes a les condicions inicials R(0) = 1 i Tm(0),
on Tm(0) es determina resolent l’equació (26) amb R = 1. Per tant, el sistema
original, consistent en dues equacions en derivades parcials subjectes a un
domini especificat per la condició de Stefan i acoblat a una equació que descriu la
temperatura de fusió, s’ha pogut reduir a dues equacions diferencials ordinàries
de primer ordre.
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Figura 5: Evolució del front de canvi de fase R(t) en variables redimen-
sionalitzades (multiplicant R pel radi original, R0 = 10 nm, i t per a
l’escala temporal, 2.7 ps, es poden obtenir els valors a escala real).

A la figura 5 es mostra la posició de la frontera entre el sòlid i el líquid, R(t),
en funció del temps. Les línies discontínues corresponen a la solució aproximada
i les línies contínues a la solució numèrica per diferències finites del sistema
complet, (23)–(26). Els tres grups de corbes diferents corresponen a: (i) solució
del model utilitzant la forma generalitzada de l’equació de Gibbs-Thomson,
(ii) solució suposant cs = cl a l’equació de Gibbs-Thomson però no a la condició
de Stefan (aquesta és l’aproximació adoptada a [32]) i (iii) la solució del model
més estàndard on cs = cl i Tm = T∗m (problema clàssic de Stefan). És evident que
la solució del model estàndard sobreestima de manera significativa el temps
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total de transició de fase (en un ordre de magnitud). Els grups (i) i (ii) mostren
que, a mesura que el radi de la fase sòlida decreix, la derivada de la corba
augmenta i tendeix a infinit. En l’últim estadi de la transició es preveu que la
partícula desapareixi sobtadament. Aquest fenomen de «fusió abrupta» va ser
observat en els experiments descrits a [26]. A la figura 6 es mostra el perfil de la
temperatura de les fases sòlida i líquida a mesura que la partícula va canviant
de fase. La línia de punts indica que la temperatura de fusió decreix amb el
temps; la línia discontínua és la temperatura de la fase sòlida, i la contínua, la
de la fase líquida.

Una observació interessant en la figura 6 és el fet que la temperatura del
sòlid és superior a la temperatura de fusió. Aquest fenomen no succeeix en els
problemes estàndard de canvis de fase i, suposadament, és degut al fet que la
temperatura de fusió decreix més ràpidament que la temperatura en el sòlid.
Llavors, en contra del que passa a la macroescala, a la nanoescala el sòlid ajuda
que el procés de fusió sigui més ràpid.
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Figura 6: Perfils de la temperatura a l’interior d’una nanopartícula en
diferents instants del procés de canvi de fase. Les línies contínues repre-
senten la temperatura de la fase líquida, les discontínues la temperatura
de la fase sòlida i la línia de punts representa la temperatura de canvi de
fase.

A [19] es pot trobar una extensió d’aquest model on s’inclou el canvi de
densitat entre les dues fases. Actualment, el nostre grup treballa per a incor-
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porar a aquests models altres tipus de mecanismes de transferència de calor
importants a la nanoescala, com, per exemple, el transport balístic causat per
la interacció entre fonons.

4 Increment del flux d’un fluid en nanotubs de carboni (CNT)

El model clàssic que descriu el flux d’un fluid a través d’un conducte cilíndric es
descriu mitjançant l’equació de Hagen-Poiseuille, que dóna l’expressió següent
per al flux:

QHP = −πR4pz/(8µ), (36)

on pz és el gradient de pressió a través del conducte, R és el radi i µ la vis-
cositat del fluid. És un fet ben conegut que el flux d’un fluid en un CNT és
significativament superior al valor que preveu (36).

Una manera freqüent d’explicar aquest augment és introduint una longitud
de lliscament (slip-length) en el model. Això significa que la condició de no
lliscament u(R) = 0 es reemplaça per

u(R) = −Ls
∂u(R)
∂r

, (37)

on Ls és la longitud de lliscament i u la velocitat i així s’obté la modificació
següent de l’expressió del flux:

Qslip = QHP
(

1+ 4Ls
R

)
. (38)

Típicament, a la bibliografia, l’increment del flux es defineix com la proporció
entre el flux observat i el flux predit, εslip = Qslip/QHP . Clarament, qualsevol
magnitud d’aquest increment pot ser ajustada mitjançant un valor apropiat
de Ls . Si es compara la teoria amb els experiments a la microescala, s’arriba a
valors raonables de la longitud de lliscament, els quals són molt inferiors a les
dimensions del conducte. Quan es tracta de nanoconductes, però, les longituds
de lliscament són de l’ordre de micres. Actualment, no hi ha cap teoria per a
poder predir la longitud de lliscament d’un fluid que flueix en contacte amb
un sòlid, però sí que n’hi ha una per als gasos. En aquest cas, la longitud de
lliscament és de l’ordre de la trajectòria lliure mitjana (mean free path) de les
molècules del gas [48] (per a l’aigua la trajectòria lliure mitjana és de 0.3 nm). Per
tal de ser coherents amb les seves observacions experimentals, Holt et al. [22] i
Majumder et al. [30] estimen longituds de lliscament de l’ordre de micres. Com
és esperable, valors tan elevats de la longitud de lliscament en estudis sobre
CNT han portat molts autors a qüestionar la validesa del model modificat de
Hagen-Poiseuille [42, 46]. Cottin-Bizonne et al. [12] afirmen que la longitud de
lliscament hauria de tenir un únic valor independent del radi del conducte i molt
inferior als que es donen en estudis previs. Aquests valors experimentals tan
elevats s’atribueixen a la presència de partícules hidrofòbiques contaminants.
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Una explicació alternativa al comportament de la longitud de lliscament
es basa en el fet que els CNT són hidrofòbics. La força d’atracció entre les
molècules d’aigua és més gran que l’atracció entre el sòlid hidrofòbic i l’ai-
gua [16]. Ha estat postulat que la hidrofobicitat es pot presentar en llacunes de
gas, en una capa d’extinció o en la formació de vapor: totes les descripcions
coincideixen en l’existència d’una regió de baixa viscositat propera a la paret,
que experimentalment es pot interpretar com un lliscament «aparent» [16, 34].
Poynor et al. [38] indiquen que les seves dades de radiació de sincrotró de-
mostren sense ambigüitats que la capa d’extinció es forma quan l’aigua es
troba amb la superfície hidrofòbica. A més a més, les capes d’extinció han estat
pronosticades mitjançant simulacions de dinàmica molecular [31] i observa-
des experimentalment. Joseph et al. [23] varen observar una capa d’extinció
de lligams d’hidrogen. Barrat et al. [5] varen mostrar que la primera capa de
molècules d’aigua es redueix en presència d’una paret hidrofòbica.

Suposant que hi ha una capa d’extinció, les equacions estàndard de la
dinàmica de fluids es poden fer servir utilitzant un model de biviscositat, amb
un flux del fluid principal que ocupa el centre del conducte i una regió d’extinció
propera a la paret amb una viscositat inferior. Aplicant la condició de continuïtat
a la velocitat i a la tensió tallant (shear stress) en la interfície entre les dues
regions, definida per r = α, el flux es pot expressar com

Qµ = QHP
α4

R4

[
1+ µ1

µ2

(
R4

α4
− 1

)]
, (39)

on µ1, µ2 representen la viscositat estàndard i la viscositat de la capa d’extinció,
respectivament, essent µ1 � µ2, i α és el radi de la regió principal (els experi-
ments amb CNT indiquen un gruix de la capa d’extinció de δ = 0.7 nm, i per tant
α = R− 0.7 nm). L’increment del flux es defineix com el quocient εµ = Qµ/QHP .
Utilitzant dades de [47] s’obté que µ2 ≈ 0.018µ1, que concorda amb el fet que la
viscositat de l’aire i de l’oxigen són aproximadament 0.02 vegades la de l’aigua.
Cal destacar que aquests són gasos inmediatament disponibles en experiments
fets amb aigua: l’aire pot ser arrossegat o estar dissolt en l’aigua, mentre que
l’oxigen n’és un dels components.

Per al flux d’un gas hi ha una teoria que explica el seu lliscament sobre una
superfície sòlida; tanmateix, no hi ha cap teoria que expliqui el mateix fenomen
per a un fluid. En comparar les expressions anteriors per al flux d’un fluid
amb lliscament i capa d’extinció s’arriba a l’expressió següent de la longitud de
lliscament d’un fluid:

Ls = δ
(
µ1

µ2
− 1

)[
1− 3

2
δ
R
+
(
δ
R

)2

− 1
4

(
δ
R

)3
]
. (40)

Aquesta expressió és una funció monòtonament decreixent de R (Thomas et
al. [42] ja havien pronosticat aquest tipus de comportament). A més, tenint en
compte que µ1/µ2 � 1, es poden identificar tres règims diferents:
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1. Per a conductes suficientment amples, tals que δ/R � µ2/µ1, llavors
εµ ≈ 1. No hi ha cap augment del flux apreciable i la condició de contorn de
no lliscament és suficient, Ls ≈ 0. Aquest règim és vàlid aproximadament
per a R > 3µm. És a dir, en conductes amples amb superfícies llises no
s’observa cap lliscament.

2. Per a conductes d’amplada moderada, tals que (δ/R)(µ1/µ2) és d’ordre 1
però δ/R� 1; llavors només el terme principal de Ls té un efecte rellevant
i

εµ ≈ 1+ 4δ
R

(
µ1

µ2
− 1

)
. (41)

Aquest règim és vàlid per a R ∈ [21 nm,3µm] i correspon a una longitud
de lliscament constant, Ls = δµ1/µ2. Nombrosos articles constaten longi-
tuds de lliscament de 20 a 40 nm per a radis des d’uns quants nanòmetres
fins a uns centenars de nanòmetres [11, 12].

3. Per a conductes molt estrets, on δ/R és de l’ordre de la unitat, s’ha de fer
servir l’expressió completa de εµ i la longitud de lliscament varia amb el
radi del conducte. Thomas et al. [43] apunten que Ls varia amb R per a
R ∈ [1.6,5]nm i mostren que ε ≈ 32 quan R = 3.5 nm. El nostre model
prediu ε ≈ 33.2 per a aquest valor de R. També prediu un increment
màxim (obtingut substituint R = δ) d’aproximadament 50, que concorda
amb 45 de les observacions de Whitby et al. [47].

Si definim una viscositat mitjana, igualant els fluxos dels models amb bivisco-
sitat i viscositat única, llavors clarament la viscositat mitjana decreix amb el
radi del conducte (ja que la regió d’extinció ocuparà una porció més gran del
conducte quan R decreixi). Aquest resultat concorda amb simulacions fetes
recentment [43, 49].

5 Conclusió

En aquest article hem descrit de manera breu tres problemes d’interès general
per a la nanociència. Tot i treballar al límit de la teoria del continu, els models
presentats mostren concordància amb les observacions experimentals, a més
de proporcionar informació valuosa sobre diversos fenòmens característics de
la nanoescala. De fet, el model de capa límit per als nanofluids contradiu la
gran majoria d’estudis experimentals, però està en la línia de nous corrents de
recerca i, en particular, dels resultats d’un estudi de referència que implica que
molts dels experiments anteriors han arribat a conclusions errònies.

La modelització matemàtica a la nanoescala també pot proporcionar infor-
mació valuosa sobre problemes macroscòpics. Per exemple, l’absència d’una
teoria per a calcular la longitud de lliscament quan un fluid es mou en contacte
amb una superfície sòlida. L’estudi del flux d’un fluid en nanotubs de carboni
ha portat a una expressió per a la longitud de lliscament en funció de l’amplada
de la capa d’extinció i la viscositat del gas disponible. El nostre estudi més
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recent sobre canvis de fase en nanopartícules [19] inclou el canvi de densitat
entre les fases sòlida i líquida. Els resultats mostren que, a mesura que el radi
tendeix a infinit, la diferència entre els dos models (tant si s’hi inclou com si no
el canvi de densitat) es manté fixa al 15 %. El canvi en la densitat és generalment
omès en el problema de Stefan, mentre que el nostre estudi mostra que aquest
canvi té un paper molt important.
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Joseph-Louis Lagrange: in memoriam

Josep Pla i Carrera

Il ne leur a fallu qu’un moment pour faire
tomber cette tête, et cent années peut-être
ne suffiront pas pour en reproduire une sem-
blable.1

Resum: Aquest article és un homenatge a Joseph-Louis Lagrange en ocasió del dos-
cents aniversari de la seva mort. Té tres parts: una primera part de caire biogràfic; la
segona recull la seva producció científica de manera molt succinta, i la tercera, la més
matemàtica i extensa, explicita alguns dels resultats assolits per l’insigne matemàtic.

Paraules clau: Joseph-Louis Lagrange, biografia d’un matemàtic, història de les mate-
màtiques.

Classificació MSC2010: 01A50, 01A70.

1 Introducció

Joseph-Louis Lagrange és un dels grans matemàtics de l’època de la Revolu-
ció i de l’Imperi francesos —en paraules de Napoleó Bonaparte (1769–1821),
«la immensa piràmide de la ciència matemàtica» (vegeu [6, edició castella-
na de 2010, p. 178]). Tal com ja vaig defensar en un altre indret (vegeu [89,
p. 33–34]), els insignes matemàtics d’aquest període —recordem-los cronolò-
gicament: Joseph-Louis Lagrange (1736–1813), Marie Jean Antoine de Caritat
Condorcet (1743–1794), Gaspard Monge (1746–1818), Pierre Simon Laplace
(1749–1827), Adrien Marie Legendre (1752–1833), Lazare Nicolas Marguerite
Carnot (1753–1823)— són els artífexs del desenvolupament de la nova mate-
màtica del segle xviii (geometria analítica, càlcul diferencial i integral, càlcul
de variacions, càlcul de probabilitats, aritmètica, aplicació de la matemàtica a

1 Són les paraules que Lagrange li digué a Jean-Baptiste Joseph Delambre (1749–1822) en
conèixer la mort, a la guillotina, del seu amic Antoine Laurent Lavoisier (1743–1794), que, pels
seus estudis, és considerat el pare de la química. Vegeu [16, p. 46].
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la física i a l’astronomia, equacions diferencials, sèries infinites, etc.) i la van
aconduir a l’extrem de les seves possibilitats, com reconeix Lagrange (vegeu la
tercera citació de la p. 138). Aquesta aportació féu indispensable una «revolució
científica» (vegeu [14, edició castellana, p. 22–29]) en el món de la matemàtica:
un canvi de paradigma epistemològic i metodològic.

2 Gotes biogràfiques

Podem dividir la vida de Lagrange en tres períodes ben diferenciats, que corres-
ponen a les circumstàncies i els indrets on va desenvolupar la tasca investigadora
i docent.2 Aquests períodes són (vegeu [44, edició francesa de 1984, p. 309]):

• El que passa a la vila natal de Torí, on neix el dia 25 de gener de l’any 1736
i on viu fins a l’any 1766. Dura, doncs, una trentena d’anys.

• El que s’estén del 1766 al 1787 i que comprèn la seva activitat a l’Acadèmia
de Berlín3 i cobreix vint-i-un anys de la seva vida.

• El que passa a París: s’inicia l’any 1787 i s’extingeix amb la seva mort, que
s’esdevé el 10 d’abril de 1813 als setanta-sis anys complerts.

Joseph-Louis Lagrange
Torí, 25 de gener de 1736-
París, 10 d’abril de 1813

Joseph-Louis Lagrange neix a la ciutat italiana
de Torí amb el nom de Giuseppe Lodovico La-
grangia, però des de jove signa com a Lodovico
La-Grange o Luigi Lagrange, adoptant la grafia
francesa en el cognom. Per naixença, doncs, és
italià, però, per adopció, francès.

El seu primer treball imprès, datat el 27 de
juliol de 1754, es titula Lettera di Luigi De la
Grange Tournier.4

És el fill il.legítim —l’únic dels onze germans
que aconsegueix arribar a l’edat adulta— de Giu-
seppe Francesco Lodovico —tresorer de l’Office
des Travaux Publics et Fortifications de Sarde-
nya, establert a Torí— i de Teresa Grosso —filla
d’un metge de Cambiano, una ciutat propera a
Torí.

La família era benestant —tant el pare com la mare provenien de famílies ben
assentades econòmicament—, però l’ànsia especulativa del pare féu que, quan
arribà el moment, no quedés res digne d’heretar. Aquest fet obligà Joseph-Louis
a haver de treballar, un fet que considerava «la primera causa de tot el que de
feliç li esdevindria». En una ocasió, digué:

2 Per tal de confegir aquesta biografia m’he basat en [16], [77], [44] i [6, edició castellana de
2010, p. 178–198], molt més novel.lada que les anteriors. Hom pot recórrer també a [45, p. 14–20],
a «Joseph-Louis Lagrange (1736–1813)» dins de la web The MacTutor History of Mathematics
archive, i finalment a [3, p. 330–339].

3 L’Acadèmia Reial de Ciències de Prússia fou fundada a Berlín el 18 de març de 1701, quatre
anys després de l’Acadèmia de les Arts de Berlín, a la qual hom es refereix també amb el nom
Acadèmia de les Arts de Berlín, breument Acadèmia de Berlín. Vegeu [5, tom 1, capítol 2].

4 Per aprofundir en les variacions del nom al llarg de la vida, vegeu [44, edició francesa, p. 309].
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Si hagués tingut fortuna familiar, probablement no hauria fet de la matemàtica
el meu afer. I aleshores, quins beneficis hauria aconseguit en una altra carrera
de l’època comparables als de la vida tranquil.la pròpia de l’estudiós, amb
aquesta seqüela radiant d’èxits indiscutibles en un gènere eminentment difícil
i amb aquesta consideració envers la meva persona que ha anat creixent dia
rere dia fins ara?5

El seu pare desitjava que es dediqués a l’advocacia i, al començament, Joseph-
Louis no hi tingué inconvenient. Fou precisament quan aprofundia en l’estudi
del grec i del llatí que conegué l’obra d’Euclides (iii aC) i d’Arquimedes (287
aC–212 aC), però sembla que no l’impressionaren gaire. Als disset anys, amb la
lectura d’una monografia d’Edmond Halley (1656–1742) —el prestigiós astrònom
anglès amic d’Isaac Newton (1642 julià, 1643 gregorià–1727)—, s’adonà de la
superioritat del càlcul respecte de la geometria. En tota l’obra manté aquesta
tendència que sintetitza la frase de la introducció de la Méchanique analytique
(vegeu [76, tom 11, p. xii]):

Hom no trobarà cap figura en aquest text. Els mètodes que s’hi exposen no
precisen ni de construccions ni de raonaments geomètrics o mecànics; només
calen operacions algèbriques sotmeses a unes lleis regulars i uniformes. Els
qui estimen l’anàlisi veuran com creix el seu domini i me n’estaran agraïts.

El Decret reial del 28 de setembre de 1755 nomena Lagrange professor de
les Écoles Royales d’Artillerie amb un sou anual de 250 escuts, un tracte que,
en els onze anys que Lagrange va viure a Torí, no fou millorat.

La seva tasca creativa —de la qual faré una ressenya breu a la secció 3—
porta Leonhard Euler (1707–1783) a elogiar-lo davant del seu superior jeràrquic
Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698–1759), president de l’Acadèmia de
Berlín. En els treballs es troba una defensa inspirada del principi de la mínima
acció, un fet que porta Maupertuis a indicar-li que, tan aviat com es presenti
l’ocasió, li oferirà una càtedra a Prússia molt més avantatjosa que la de Torí.
Lagrange, però, refusa l’oferiment. En contrapartida, el 2 de setembre de 1756
—quan tenia vint anys— és nomenat membre corresponent de l’Acadèmia de
Berlín en la categoria d’associat estranger.

Placa dedicada a Lagrange

L’any 1757, Giuseppe Angelo Saluzzo di Menu-
siglio (1734–1810), el metge Giovanni Francesco
Cigna (1734–1790) i Lagrange van crear una societat
científica que fou la llavor de l’Acadèmia de Cièn-
cies de Torí.6 Una de les tasques principals de la
Societat era la publicació de les Miscellanea philoso-
phico-mathematica Societatis privatæ Taurinensia, en
la qual la participació de Lagrange fou molt impor-
tant.7

5 Vegeu [16, p. 16].
6 L’anomenaren Società Privata Torinese i era el primer nucli de la futura Accademia delle

Scienze di Torino (1783), de la qual Saluzzo fou el president fins al 1788.
7 Els tres primers volums aparegueren els estius de 1759, 1762 i 1766, quan Lagrange encara

vivia a Torí. El quart volum, corresponent als anys 1766–1769 i que aparegué l’any 1773, contenia
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L’any 1763, Lagrange —que no havia sortit mai de Torí— marxa cap a París,
on és molt ben acollit gràcies a la memòria sobre la libració de la Lluna. En
el viatge de tornada a Torí sojorna a Ginebra on, aconsellat per Jean Baptiste
le Rond D’Alembert (1717–1783), coneix l’il.lustre filòsof i escriptor francès
François-Marie Arouet, dit Voltaire (1694–1778).

A la tardor de 1765, D’Alembert —amb la intenció de millorar-li la situació
professional que té a Torí— li ofereix un lloc a Berlín que Lagrange refusa amb
les paraules (vegeu [44, edició francesa, p. 315]):

Mentre hi hagi monsieur Euler no em sembla que em convingui.

Això no obstant, D’Alembert li comunica que Euler abandona Berlín per
tornar a Sant Petersburg i li demana que accepti el relleu, una possibilitat que
ell mateix ja havia suggerit a Frederic ii el Gran.

Lagrange pren possessió del càrrec de director de la classe de matemàti-
ques de l’Acadèmia de Berlín el dia 6 de novembre de 1766. En aquesta ciutat
fa amistat amb Jean-Henri Lambert (1728–1777) i amb Johann iii Bernoulli
(1744–1807).

Les obligacions que adquireix amb l’Acadèmie són la lectura d’una memòria
mensual que, en algunes ocasions, serà publicada al Recueil de l’Académie —en
total, en publica seixanta-tres— i la direcció de treballs de matemàtiques. No té,
en canvi, cap responsabilitat docent, una activitat que recuperarà, però d’una
manera molt esporàdica, a l’època parisenca.

Onze mesos després d’haver-se instal.lat a Berlín es casa amb la seva cosina
Vittoria Conti, que s’hi acaba de traslladar. En una carta adreçada a D’Alembert
el juliol de 1769, diu (vegeu [44, edició francesa, p. 315]):

La meva dona —una cosina que ha viscut a casa de la meva família durant
molt de temps— és bona mestressa de casa i, a més, no té pretensions.

El matrimoni no tingué fills. Vittoria emmalalteix i, després de suportar una
malaltia llarga —durant la qual Lagrange se’n cuida amb molta dedicació—, mor
l’any 1783. És en aquest període quan Lagrange expressa la seva preocupació
pel futur de la matemàtica (vegeu [69]):

[…] Començo a sentir que la inèrcia creix a poc a poc i ara mateix no puc res-
pondre del que faré els propers deu anys. Em sembla que ara la mina és
massa profunda i que, si no hi ha algú que descobreixi filons nous, tard o
d’hora caldrà abandonar-la.

I, tanmateix, aquests anys berlinesos són anys d’una gran productivitat en
els quals consolida el càlcul i les aplicacions de les matemàtiques a la física
de l’època torinesa i hi aprofundeix alhora que endega recerques en l’àlgebra
de polinomis i en aritmètica, una ciència que considera heretada de Claude
Gaspard Bachet de Méziriac (1581–1638), malgrat les enormes aportacions
degudes a Euler. L’activitat l’ajuda a superar la malaltia i la mort de Vittoria.

quatre memòries de Lagrange confegides a Berlín el 1767, 1768 i 1770. Vegeu [44, edició francesa,
p. 311–312].
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Aquesta feina la descriu en la carta a D’Alembert de l’1 d’abril de 1781 (vegeu
[68]):

[…] Les meves ocupacions es redueixen a cultivar amb tranquil.litat i en
silenci la matemàtica. No hi ha res que m’apressi i treballo més per plaer
que pel deure. Sóc com els grans mestres que construeixen: faig, desfaig,
refaig, fins que em trobo còmode amb el treball que he elaborat, quelcom
que s’esdevé molt rarament.

Una de les tasques que porta a terme després de la mort de Vittoria és el
tancament de la Méchanique analytique —una obra que havia projectat als
dinou anys durant l’època torinesa—, com podem llegir a la carta adreçada a
Laplace (vegeu [71]):

He completat gairebé del tot un tractat sobre mecànica analítica que es
fonamenta solament en el principi o fórmula de la primera secció de la
memòria que us adjunto; no sé, però, ni quan ni a on el podré imprimir i, per
això, no m’apresso a fer els darrers retocs.

La qüestió de l’edició la resol l’abat Marie, un antic amic de Legendre, que
va convèncer un editor parisenc. El llibre apareix finalment l’any 1788, quan
Lagrange pateix una depressió profunda.

Aquesta depressió l’ha provocada, d’una banda, la mort de Vittoria i, de
l’altra, la del rei Frederic ii el Gran (1712–1786), esdevinguda el 17 d’agost,
amb el que això comporta de pèrdua de suport en l’àmbit científic berlinès.
És aleshores quan Honoré Gabriel Riqueti, comte de Mirabeau (1749–1791),
promou que sigui reclamat per a anar a París. El contracte que s’estableix
perdurà malgrat els canvis de règim que s’esdevingueren a França. Alhora
Prússia li concedeix una pensió que es va mantenir fins a l’any 1792.

Lagrange abandona Berlín el 18 de maig de 1787 i el 29 de juliol esdevé
pensionista veterà de l’Académie de Sciences de Paris,8 de la qual era membre
associat estranger des del 22 de maig de 1772.

És ben acollit pels erudits parisencs per l’ampli ventall de coneixements que
té —metafísica, història, religió, lingüística, medicina, botànica, etc.— quelcom
que respon a una regla de conducta que havia adoptat feia temps (vegeu [44,
edició francesa, p. 325]):

Crec que, en general, un dels principis dels savis és mantenir un acord
estricte amb les normes del país en tot allò que experimenta, fins i tot quan
no són raonables […].

Això no obstant, quan parla ho fa usant un to de dubte, i acostuma a
començar l’explicació amb «no sé» (vegeu [16, p. 54].

I, malgrat que mai no pren partit en els esdeveniments polítics de l’època
—reialisme, Revolució, Imperi—, sembla talment que, en esperit, mostra una
certa simpatia per la Revolució.

L’any 1792 demana la mà de Renée-François-Adélaide Le Monnier (1767–
1833), filla de l’astrònom Pierre-Charles Le Monnier (1715–1799), un col.lega

8 Se l’anomena Acadèmia de París.
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de l’Académie. Es casen el 31 de maig. La diferència d’edat és de vint-i-cinc
anys. El matrimoni tampoc no va tenir fills però, com el primer, és tranquil.
Són anys políticament convulsos per a la monarquia, que signa el contracte
de matrimoni el 3 de juny per indicar «com els n’és, de plaent, la unió». El 13
d’agost la família reial era empresonada a la Tour du Temple.

També són anys difícils per als científics: el 28 de març de 1794, Condorcet
se suicida i el 8 de maig Lavoisier és decapitat sota l’imperi de la Terreur (vegeu
la nota 1).

Uns anys abans —el 8 de maig de 1790—9 l’Assemblée Nationale havia
decretat la unificació de les mesures, quelcom que confià a l’Académie de
Sciences. Malgrat la supressió de l’Académie, esdevinguda el 8 d’agost de 1793,
la Comissió es manté. Lagrange en forma part, com a president, des de l’inici
fins al final.

El 30 d’octubre de 1794, per decret, s’institueix l’École Normale, que té com
a objectiu formar docents i uniformitzar l’ensenyament. Solament dura tres
mesos i onze dies; en aquest període Lagrange —que té Laplace com a ajudant—
hi ensenya matemàtica elemental.

Gràcies als esforços de Gaspard Monge, l’11 de març de 1794 es crea l’École
Centrale des Travaux Publics que, seguidament, esdevé l’École Polytechnique
—que encara avui perdura. Lagrange hi ensenya anàlisi matemàtica fins a
l’any 1799, en què el succeeix Sylvestre-François Lacroix (1765–1843).

A partir del 1799 Lagrange forma part —amb Laplace, Monge, Claude Louis
Berthollet (1748–1822) i Carnot, entre d’altres— d’un senat conservador creat
per Bonaparte i que subsisteix durant l’Imperi. Rep aleshores moltes distincions,
com ara l’Ordre de la Légion d’Honneur, el títol de Comte d’Empire (1808),
i el nomenament de Grand Croix de l’Ordre Imperial de la Réunion (1813), creat
per l’emperador el 1811.

Tomba de Lagrange
Cripta del Panthéon

París

Però Lagrange ja està molt malalt i espe-
ra, amb resignació, el moment de la mort, que
s’esdevé el 10 d’abril. Tres dies més tard és
enterrat al Panthéon, un monument dedicat als
«Grandes Hommes» per «la Patrie reconnaissan-
te». Els elogis fúnebres són llegits per Laplace,
en nom del Senat, i per Bernard Germain Éti-
enne de Laville-sur-Illon, comte de Lacépède
(1756–1825), en nom de l’Académie. També a
Itàlia se li reten homenatges públics, però no
pas així a Berlín que, en aquells moments, es
troba en plena insurrecció contra els francesos.

L’emperador fa comprar els treballs i manuscrits de l’insigne matemàtic
—italià de naixença però francès d’adopció, qui en dubta?— i els confia, per a la
seva salvaguarda, a l’Institut de France.

9 Vegeu http://smdsi.quartier-rural.org/histoire/8mai70.htm. Això no obstant, no
s’instaurarà a França fins al 7 d’abril de 1795. Vegeu [98].
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3 Notes sobre la producció científica

L’obra de Joseph-Louis Lagrange és molt diversa i extensa.10 Els àmbits d’estudi
més importants els he concretat en ordre alfabètic, en la llista següent, i els he
acompanyat d’una bibliografia ad hoc :

1. Àlgebra: [101], [80], [93].

2. Astronomia: [32], [81], [100].

3. Aritmètica o teoria de números: [95], [104], [36].

4. Càlcul de variacions: [97], [37].

5. Equacions diferencials: [2], [41].

6. Filosofia de l’anàlisi matemàtica: [20].

7. Mecànica: [72], [12], [13], [9].

8. Sèries: [91, capítol ii, p. 140–159], [27].11

L’article de Jean Itard [44] fa una presentació —força recomanable per la
capacitat de síntesi d’aquest historiador francès de la matemàtica— de setanta-
dos treballs de Lagrange, amb una descripció breu dels continguts i els situa en
el seu lloc en la vida de l’insigne torinès.12 En faré una selecció molt succinta:
n’explicitaré el títol, el període en què el va realitzar ([T] per torinès, [B] per
berlinès i [P] per parisenc) i la citació bibliogràfica corresponent.

3.1 Lagrange com a matemàtic aplicat

En la fase inicial de la seva producció Lagrange se’ns mostra com un matemàtic
aplicat —resolució de problemes suggerits per la mecànica, l’astronomia, la
gravitació, etc. Tanmateix, no oblida mai elaborar la teoria matemàtica que li
cal per assolir l’objectiu que s’ha plantejat.

Primer treball. L’any 1754 fa imprimir una memòria en forma de carta, en italià,
adreçada a Giulio Carlo di Fagnano (1682–1766) (vegeu [47]), on desen-
volupa un càlcul formal que es fonamenta en l’analogia que hi ha entre
el binomi de Newton i les diferències successives del producte de dues
funcions, de la qual havia enviat una notícia a Euler abans de la publicació
de la memòria.13 [T]

La corba tautòcrona. El 30 de setembre escriu una altra carta a Fagnano —que
s’ha perdut—, en què estudia la corba tautòcrona.

Recordem que Galileo Galilei (1564–1642), en la carta adreçada a Guido-
baldo del Monte (1545–1607) de 29 de novembre de 1602 [28] afirma que

10 La trobem recollida en els catorze volums ressenyats a [76]. Es pot consultar també [96].
11 Molts d’aquests ítems —amb més o menys detall i extensió— es poden trobar en llibres
d’història de caire més general com ara [84, vol. iii i iv], [11, vol. 4], [82, vol. ix], [46], [39] i [40].
Vegeu també [89].
12 Una descripció més humanitzada és la que s’ofereix a [16].
13 Un cop sortí publicat s’assabentà que el resultat es trobava ja en la correspondència entre
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) i Johann Bernoulli (1667–1748).
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el període d’oscil.lació del pèndol depèn només de la longitud del pèndol,
però, en canvi, no depèn ni de la massa ni de l’amplada. Aquesta afirma-
ció serà analitzada per Christiaan Huygens (1629–1695) a l’Horologium
oscillatorium (1673) [42], on demostra que cal que la corba que descrigui
el pèndol sigui una cicloide —que és la corba de descens mínim o corba
tautòcrona o isòcrona. Aquest resultat —mínim temps de caiguda— és el
que agafa Jakob Bernoulli (1654–1705) en la seva solució del problema
de la branquistòcrona, del qual parlarem més endavant a la pàgina 151
(vegeu [88, p. 66–68]).

Lagrange dedicà dos treballs més a l’estudi de la corba tautòcrona: el
primer fou una comunicació a l’Acadèmia de Berlín el 4 de març de 1767
(vegeu [55]) en la qual feia servir idees incipients del càlcul de variacions.
Fou criticat per l’acadèmic Alexis Fontaine des Bertins (1707–1771). Lagran-
ge li va respondre amb l’article Nouvelles réflexions sur les tautochrones,
publicat el 1770 (vegeu [60]). [B]

El càlcul de variacions. És, però, a partir de l’any 1755 —tenia dinou anys—
quan Lagrange es preocupa del que, en un treball de 1766, Euler anomena
càlcul de variacions (vegeu el títol de [25]). Diu: «És el primer fruit dels
meus estudis».14

Les tècniques que va desenvolupar per al càlcul de variacions seran la
base de la Méchanique analytique.

Les sèries recurrents i la probabilitat. L’any 1776 en una carta a Laplace —on
indica que ha començat la traducció francesa de The doctrine of chances
d’Abraham De Moivre (1667–1754) (vegeu [18]) que no pensa continuar
i que es congratula que Laplace ho estigui fent— li esmenta que la memò-
ria [50] era una introducció a la teoria de la probabilitat que, per manca
de temps, no desenvoluparà. Lagrange recuperarà en els treballs [66],
[49] i [65] la seva idea de l’ús de sèries recurrents per a la resolució de
problemes plantejats per De Moivre. [T, B]

Sobre el so. També és en aquests anys quan Lagrange es preocupa de la teoria
del so.15 En la primera de les obres que dedica a aquesta qüestió fa una
declaració de principis que em sembla que val la pena de retenir (vegeu [50,
p. 40]):

I la concordància dels meus resultats amb l’experiència servirà, potser, per destruir
els prejudicis d’aquells a qui els desespera que la matemàtica no pugui aportar
mai la llum vertadera a la física. És un dels principals objectius que m’he plantejat
ara com ara. [T]

La libració de la Lluna. L’any 1763 s’interessa per la libració de la Lluna arran
de la proposta del concurs per a l’any 1764 de l’Académie des Sciences:

14 Vegeu [57, p. 154]. Les aportacions de Lagrange es troben recollides a «Recherches sur la
méthode de maximis et minimis» [48] i a «Sur la méthode des variations» [53]. Les tècniques
emprades les sintetitza a [51].
15 Són els treballs que es recullen a [76, tom i, p. 39–148; 151–316; 319–332].
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Com podem explicar la raó per la qual la Lluna presenta sempre la mateixa cara a
la Terra; i de quina manera podem determinar per mitjà de les observacions i de
la teoria, si l’eix d’aquest Planeta es troba subjecte a alguna mena de moviment
propi que s’assembli al que coneixem de la Terra i que produeix la precessió i la
nutació.

Per a estudiar aquest problema fa servir el segon principi de les velocitats
virtuals que presenta un lligam íntim i necessari amb les tècniques del
càlcul de variacions.16 [T, B]

El problema dels tres cossos. També es presenta al concurs de 1768 amb una
memòria molt notable sobre la teoria dels tres cossos —Sol, Terra i Lluna.
És una qüestió d’una gran profunditat i que obre tot un camp de recerca
novell.17 Després ho generalitza a l’estudi dels sis cossos: Sol, Júpiter i les
seves quatre llunes. Aquests estudis serien represos, vint-i-quatre anys
més tard, per Laplace.

També en aquesta ocasió es basa en les lleis de la dinàmica: es limita a
considerar, en l’aire, les partícules que es troben alineades i aleshores
recorre al problema de les cordes que vibren, amb el qual els geòmetres
no estaven pas d’acord; els mostra que els seus càlculs són deficients,
i elabora una solució general.18 [B]

Estudis sobre la dinàmica dels fluids. En el decenni següent es preocupa pel
comportament del moviment dels fluids; el primer treball, llegit a l’Acadé-
mie el 22 de novembre de 1781, es publica l’any 1783 (vegeu [70]). [B]

3.2 Lagrange com a matemàtic pur

Ara, en canvi, ens trobem amb un Lagrange entès com a matemàtic pur —és
a dir, planteja i resol problemes propis de la matemàtica en si mateixa que
aprofundeixen en la naturalesa i el comportament dels seus objectes més
preuats com ara els números enters, els polinomis, etc.

L’equació de Pell. Dedica diversos treballs a demostrar l’existència de solució
de l’equació de Pell, d’acord amb el nom que li atribuí Euler,19 y2−Ax2 = 1,
on x i y 6= 0 són enters positius i A no és un quadrat perfecte.20 [B]

16 Vegeu [52]. Aquest treball serà millorat de manera sensible en un treball ulterior de 1780:
[67].
17 Vegeu [62]. Aquests treballs el porten, d’una manera natural, a l’estudi de les pertorbacions i
a la teoria del potencial que desenvolupà durant els anys setanta del segle xviii. També val la
pena indicar que tracta de manera explícita el concepte de determinant ; vegeu [46, vol. ii, p. 800]
o [40, p. 320–322].
18 Cal remarcar la idea que tingué d’invertir el sumatori i la integral i que el portaren de manera
inconscient als coeficients de Fourier. Vegeu [46, vol. ii, p. 510–511].
19 El 1738 —vegeu [22]— Euler parla d’un problema aritmètic, però, en canvi, el 1759 parla ja
del problema de Pell —vegeu [24]. Per a més informació, vegeu la nota 31.
20 Vegeu [55], publicat el 1769. A les notes que acompanyen el Vollständige Anleitung zur
Algebra d’Euler —vegeu [63]— ofereix una demostració molt més simplificada.
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Un problema aritmètic. Ofereix la primera demostració completa del teorema
de Bachet: Tot número natural és la suma de quatre quadrats enters. Es
basa en les demostracions inacabades d’Euler.21 [B]

El teorema de Wilson. El 13 de juny de 1771 llegeix a l’Acadèmia de Berlín
una demostració molt original del teorema de Wilson: Si p és un número
primer, (p − 1)!+ 1 és múltiple de p (vegeu [61]). [B]

La resolució de les equacions algèbriques. Una de les qüestions de la mate-
màtica que preocupava des de feia temps era el comportament de les
equacions polinòmiques. L’any 1770, Lagrange fa una aportació notable
en la memòria extensa «Réflexions sur la résolution algébrique des équati-
ons» on analitza en profunditat els algorismes de resolució d’equacions
polinòmiques subministrats pels matemàtics que l’han precedit en la
qüestió (vegeu [59]).

Aquesta memòria notable la completa una altra memòria [75] que pro-
porciona mètodes per a determinar arrels aproximades de les equacions
polinòmiques, i en la qual analitza el treball de D’Alembert relatiu al teo-
rema fonamental de l’àlgebra i on reconeix la validesa de la demostració
de D’Alembert amb les paraules següents: «Aquesta demostració és molt
enginyosa i, al meu parer, no deixa res a desitjar pel que fa a l’exactitud»
(vegeu [15] i [64, p. 479]); i que conté també la llei d’interpolació —avui
coneguda amb el nom de llei d’interpolació de Lagrange— que trobem a les
lliçons que donà a l’École Normale l’any 1795, si bé ja havia estat indicada
per Edward Waring (1734–1798) l’any 1779 i Euler, el 1783 (vegeu [73]
i [103]. I, per a més informació, [83]). [B, P]

Cloc aquesta síntesi breu amb dos tractats alhora metodològics i epistemo-
lògics:

La mecànica analítica. Lagrange la presenta com
una manera nova de resoldre problemes de la
mecànica dels cossos, tant si són sòlids com si
són fluids, basant-se per a tots ells en els matei-
xos principis. Així, als vint-i-tres anys havia cop-
sat ja els fonaments de les seves grans obres,
obres que serien admirades per tots els eru-
dits de l’època (vegeu [16, p. 20]). Els principis
en què es basa són principis de minimalitza-
ció. [T, B, P]

Méchanique
analytique (1788)
Pàgina manuscrita

La teoria de les funcions analítiques. És un tractat d’índole epistemològica on
Lagrange fa una presentació clara i rigorosa —i alhora parcial— del càlcul
diferencial (vegeu [74]). [P]

21 Vegeu [58], aparegut l’any 1772.
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4 Alguns resultats matemàtics explicitats

Em sembla que aquest in memoriam a Lagrange seria coix si no digués quelcom
d’algunes de les seves aportacions matemàtiques; dedico, doncs, aquesta secció
a fer un repàs breu d’algunes d’aquestes aportacions. En aquest repàs, tanmateix,
no aprofundeixo en les qüestions de què tracto —suposo que el lector en té ja
un cert coneixement—; solament em fixo en alguns detalls històrics i en d’altres
de relatius a l’originalitat de l’obra de Lagrange.

4.1 Àlgebra

L’objectiu del treball de Lagrange de 1770, Réflexions sur la résolution algébrique
des équations [59], és trobar, a partir de l’anàlisi —la reflexió— dels mètodes de
resolució de la cúbica i la quàrtica generals assolits pels matemàtics que l’han
precedit en l’estudi del problema, un camí per a poder resoldre la quíntica
general que sigui de la naturalesa fins aleshores assolida, és a dir, per radicals.

Recordem que, el mateix any, Alexandre-Théophile Vandermonde (1735–
1796) establia: Tota equació Xp − 1 = 0, amb p primer, és resoluble per radicals.
Ho establia, però, solament per als casos p = 2,3,5,7 i 11. La demostració
general la donaria Carl Friedrich Gauss (1777–1855), a les Disquisitiones arith-
meticæ (1801) [31] (vegeu-ne la traducció catalana de Griselda Pascual, [86]).

Entenem per equació polinòmica general una equació en la qual els coeficients
són «paràmetres» —és a dir, totalment generals. En concret, són equacions de
la forma

Xn + an−1Xn−1 + · · · + a1X + a0 = 0, a0, a1, . . . , an−1 ∈ Q.22 (1)

Els lligams estructurals de les arrels de (1) són sempre funcions simètriques
i, de retruc, són expressables com a funcions racionals dels coeficients de
l’equació inicial que, en principi, són elements genèrics de Q (respectivament,
de K), via les fórmules de Cardano-Viète i del teorema fonamental de les funcions
simètriques.23 Aquesta anàlisi el porta a establir una definició i dos teoremes
bàsics que constitueixen l’inici d’un canvi de paradigma respecte dels algebristes
que l’havien precedit, com palesen els exemples que segueixen els enunciats
següents (vegeu [59, § 100, p. 374–379]):

Definició. Diem que la funció racional ϕ(x1, . . . , xn), funció de les arrels
x1,. . . , xn de (1), admet totes les permutacions de la funció racionalψ(x1,. . . , xn)
si, i només si,ϕ(x1, . . . , xn) és invariant per tota permutació que deixa invariant
ψ(x1, . . . , xn).24

22 El cos podria ser més general; en tot cas, els coeficients són genèrics en el cos en qüestió.
23 Aquest teorema fou intuït per Albert Girard (1595–1632) [35], aprofundit per Isaac Newton
[85, p. 102] i demostrat per Edward Waring [102, p. 76]. Lagrange el considera «autoevident» [59,
p. 372].
24 Lagrange les anomena funcions semblants i suposa que són funcions racionals. Vegeu [59,
§ 88, p. 350–351].
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Teorema I. Si una funció racional de les arrels de (1),ϕ(x1, . . . , xn), admet totes
les permutacions d’una altra funció ψ(x1, . . . , xn) (i, potser, d’altres), aleshores
la funció ϕ es pot expressar com una funció racional de ψ els coeficients de la
qual són funcions racionals dels de l’equació general.

Un exemple senzill ajudarà a copsar el significat del teorema. Considerem
l’equació quadràtica general aX2+bX+c = 0 de la qual suposem que les arrels
són x1, x2. La funció projecció primera π1

2 (x1, x2) := x1 admet les mateixes
permutacions de les variables x1, x2 que la funció t(x1, x2) := x1−x2: solament
la identitat. Per tant, x1 = 1

2

(
−ba + t(x1, x2)

)
.

Recordem, de passada, que el discriminant de l’equació de segon grau ante-
rior és ∆ := a2 (x1 − x2)2 = a2

(
x2

1 + x2
2 − 2x1 x2

)
=
(
(x1 + x2)2 − 4x1 x2

)
=

a2
((−b

a
)2 − 4 ca

)
= b2 − 4ac. Per tant, t(x1, x2) :=

√
∆ =

√
b2 − 4ac, i recupe-

rem l’expressió ben coneguda de resolució de l’equació de segon grau general
x1 = − b

2a +
1

2a
√
∆ = − b

2a +
1

2a

√
b2 − 4ac. El càlcul de x2 és ara elemental, ja

que x1 + x2 = −ba , i dóna x2 = − b
2a −

1
2a
√
∆ = − b

2a −
1

2a

√
b2 − 4ac.

Teorema II. Si una funció racional de les arrels de (1), ϕ(x1, . . . , xn), no admet
totes les permutacions d’una altra funció racional ψ(x1, . . . , xn), sinó que pren
r valors diferents, aleshores la funció ϕ és arrel d’una equació de grau r els
coeficients de la qual són funcions racionals de ψ i dels coeficients de l’equació
general [59, § 103, p. 382–387].

Com a exemple d’aplicació del teorema anterior, considerem l’equació gene-
ral de tercer grau X3+a2X2+a1X+a0 i les funcions de les seves arrelsϕ = x1

iψ = x1x2. Les permutacions que deixen fixaψ són la identitat i la que intercan-
via x1 i x2. Per aquestes permutacionsϕ pren dos valors: x1 i x2. Aleshoresϕ és
arrel de l’equació de segon grau (Y −x1)(Y −x2) = Y 2− (x1+x2)Y +x1x2 = 0.
El terme independent del polinomi és ψ i el coeficient de grau 1 és

−(x1 + x2) = −(x1 + x2 + x3 − x3) = −
(
a2 −

x1x2x3

x1x2

)
= −a2 +

−a0

ψ
.

Entre les funcions de les arrels, Lagrange introdueix les anomenades resol-
vents primeres, definides com:

ρ = x1 + ξ x2 + ξ2 x3 + · · · + ξn−1 xn,

on 1, ξ, ξ2, . . . , ξn−1 són les n arrels enèsimes de la unitat, que s’utilitzen, per
exemple, en la resolució de la cúbica com veurem a continuació.

Procediment de Lagrange. Volem resoldre l’equació general (1). Comencem
amb una funció simètrica de les arrels com araϕ0 := x1+· · ·+xn. És invariant
per a les n! permutacions de les arrels x1, . . . , xn.

Sigui ara ϕ1(x1, . . . , xn) una funció que pren r valors quan sotmetem les
variables x1, . . . , xn a les permutacions σ ∈ Sn. Aleshores, pel teorema II,
ϕ1 serà arrel d’una equació de grau r , g1(Y) = 0, els coeficients de la qual
seran funcions racionals de ϕ0 i dels coeficients de l’equació general.
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Sigui ara ϕ2(x1, . . . , xn) una funció que pren s valors quan sotmetem les va-
riablesx1, . . . , xn a les permutacionsσ ∈Sn que deixen invariantϕ1(x1, . . . , xn).
Serà l’arrel d’una equació de grau s, g2(Y) = 0, amb coeficients en el cos de
funcions racionals de ϕ1 i els coeficients de l’equació general.

Obtenim una successió ϕ0,ϕ1,ϕ2, . . . , fins que arribem a x1 (que només
admet la identitat). Són arrels d’equacions g1(Y) = 0, g2(Y) = 0, g3(Y) =
0, . . . , de graus r , s, t, . . . Aquestes equacions són les resolvents de Lagrange de
l’equació (1).

Si cada una de les equacions g1(Y) = 0, g2(Y) = 0, g3(Y) = 0, . . . , és
resoluble per radicals, l’equació general (1) serà resoluble per radicals.

Vegem ara el mètode anterior aplicat a la cúbica. Considerem la funció —el
cub de la resolvent primera— ϕ(x1, x2, x3) :=

(
x1 + ξ x2 + ξ2 x3

)3
, on ξ3 = 1,

associada a la cúbica general X3 + pX + q = 0. Pren dos valors A i B quan
sotmetem les arrels x1, x2, x3 a les susbtitucions possibles de S3 que deixen
fix s(x1, x2, x3) := x1 + x2 + x3. Per tant són les arrels d’una equació de segon
grau —en concret de l’equació Z2 + 27qZ − 27p3 = 0— i, per tant, resoluble
per radicals.25 A més tenim

x1 + x2 + x3 = 0,

x1 + ξ x2 + ξ2 x3 = 3
√
A,

x1 + ξ2 x2 + ξ x3 = 3
√
B.

Sumem i obtenim x1 = 3
√
A+ 3

√
B. Les altres arrels s’obtenen anàlogament.

L’hem resolt per radicals —quelcom que ja havia aconseguit el 1535 Niccolò
Fontana, (1499–1557), dit Tartaglia (el Quec). La resolució de la quàrtica la
tracta de manera anàloga.

Aleshores, ple d’esperança, aplica el mètode a la quíntica i es troba que la
resolvent és una sèxtica —per tant més complexa de resoldre que la que es
proposava inicialment.26

Serà, doncs, impossible resoldre la quíntica per radicals? Gauss així ho
afirma taxativament el 1801. Aquesta anàlisi —que hom podria pensar que és
fallida— obre la porta a les recerques de Paolo Ruffini (1765–1822) [94], Niels
Herik Abel (1802–1829) [1] i Évariste Galois (1811–1832) [30]. En particular,
Ruffini estableix que quan n > 4, no hi ha cap funció de les arrels que prengui
3 o 4 valors [94, vol. 2, p. 162–170] i d’aquí en dedueix la impossibilitat de
resoldre la quíntica general. Però, per a justificar-ho, recorre al fet següent
(supòsit de Ruffini): Si una equació és resoluble per radicals, les expressions de

25 És un exercici veure que A+ B = −27q i A · B = −27p3.
26 Vegeu [59, § 74, p 342]. Diu: «Mais nou n’entrerons point ici dans ce détail qui, outre qu’il
exigerait des calculs très-longs, ne saurait d’ailleurs jeter aucune limière sur la résolution des
équations de cinquième degré; car comme la réduite en z est de sixième degré, elle ne sera pas
résoluble a moins qu’elle ne puisse s’assabaiser a un degré inférieur au cinquième»: [«No ens
estendrem en els detalls que, a banda d’exigir càlculs massa llargs, tampoc no ens aportarien
llum a la resolució de la quíntica; atès que la reduïda en z és de grau sisè, no serà pas resoluble,
llevat que puguem abaixar-li per dessota del grau cinquè»].
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les arrels es poden expressar per mitjà de radicals que són funcions racionals
de les arrels amb coeficients en el cos dels coeficients de l’equació inicial que cal
resoldre i de les arrels complexes de la unitat corresponents [94, p. 11]. Aquest
resultat l’establiria, però, Abel en la seva demostració de la impossibilitat de
resolució de la quíntica general. Per a consultar el treball de Ruffini, vegeu [93,
capítol viii]; per al d’Abel, [87], i per al de Galois, [90].

4.1.1 El teorema de Lagrange de la teoria de grups. Val a dir que, en aquest
context, li cal que el conjunt de les permutacions de les arrels es trenqui de
manera adequada (vegeu [92, cinquena edició, p. 207–209]).

Aquest resultat el va establir Lagrange quan encara no s’havia introduït el
concepte de grup, originari de Galois. Utilitzant ara aquesta noció el resultat de
Lagrange és el següent:

Teorema de Lagrange de la teoria de grups. Si H és un subgrup d’un
grupG—tots són grups de permutacions d’arrels—, aleshores l’ordre del subgrup
H —el nombre d’elements— divideix l’ordre del grup G.

4.2 Aritmètica o teoria de números

En aquest àmbit Lagrange fa tres aportacions que es recullen als llibres d’història
de la matemàtica: la demostració de la fórmula de Wilson, la solució del problema
de Bachet i la resolució de l’equació de Pell. Comentarem aquí la primera
i l’última.

4.2.1 La fórmula de Wilson. Aquesta fórmula ja era coneguda pels mate-
màtics indis i en trobem la primera petjada en Bhāskara i (∼600–∼680); la
retrobem en Ibn al-Haytham (∼1000). A Occident,27 l’enuncia Edward Waring
l’any 1770, que l’atribueix al seu deixeble, John Wilson (1741–1793); cap dels
dos, emperò, no la demostra.28

Teorema de Wilson. Si p és un número primer, (p − 1)!+ 1 és múltiple de p.

L’any 1771, Lagrange n’ofereix una demostració realment simple (vegeu [61]).
Tot consisteix a considerar el polinomi

(x + 1)(x + 2) · · · (x + p − 1) = xp−1 +A1 xp−2 + · · · +Ap−1,

27 Hi ha constància que, un segle abans, ja l’havia intuït Leibniz [99, p. 114] però mai no la va
publicar. Diu: «Productus continuorum usque ad numerum qui antepraecedit datum divisus per
datum relinquit 1 (vel complementum ad unum?) si datus sit primitivus. Si datus sit derivativus
relinquet numerum qui cum dato habeat communem mensuram unitate majorem» (El producte
de tots els enters que precedeixen un enter donat, quan es divideix per aquest enter, dóna 1 si el
número enter és primer. Si és compost, dóna un número que té un factor comú major que 1 amb
l’enter donat).
28 Vegeu [102, p. 218, i com a problema 5, en l’edició de 1782, p. 380] d’Edward Waring. En
l’esmentada pàgina de la tercera lliçó, hi llegim: «Hanc maxime elegantem primorum numerorum
proprietatem invenit vir clarissimus, rerumque mathematicarum peritissimus Joannes Wilson
Armiger» (Un personatge il.lustre i molt expert en matemàtiques, John Wilson, trobà aquesta
propietat elegant dels números primers).
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a substituir x per x+1 i a multiplicar-ho tot per x+1. Comparant els coeficients
en resulta que kAk, amb 1 ≤ k ≤ p − 2, i, per tant, cada Ak, amb 1 ≤ k ≤ p − 2
és múltiple de p i, a més, (p − 1)Ap−1 = 1+A1 + · · · +Ap−2. D’on trivialment
Ap−1 + 1 és múltiple de p; però Ap−1 = (p − 1)!

D’aquest resultat en dedueix el teorema petit de Fermat i finalment demos-
tra el recíproc del teorema de Wilson (breument i clara exposat a [19, vol. i,
p. 62–63]).

Tanmateix, Lagrange ofereix un teorema més general —que és el que val la
pena d’indicar—, avui conegut, com tants d’altres, amb el nom de teorema de
Lagrange.29 Diu:

Teorema de Lagrange. Sigui p un número primer i

f(X) = anXn + an−1Xn−1 + · · · + a1X + a0,

amb ak ∈ Z (k = 0,1, . . . , n), n > 1 i an 6≡ 0 (mod p). Llavors la congruència

f(X) ≡ 0 (mod p)

té, com a màxim, n arrels diferents mòdul p.30

I, si bé Lagrange no en dedueix el teorema de Wilson, és possible fer-ho
(vegeu [10, p. 102–104]).

4.2.2 La resolució de l’equació de Pell. Es tracta d’estudiar l’equació dio-
fàntica, coneguda amb el nom d’equació de Pell :31

x2 −Ay2 = 1, x,y ∈ Z, i A ∈ N, no quadrat perfecte. (2)

Euler s’havia adonat del fet següent:

Lema d’Euler. Si p, q és una solució positiva de x2 −Ay2 = 1, aleshores pq és

una convergent del desenvolupament de
√
A en fracció contínua [24, p. 32].

S’adonà també del lema:

29 Vegeu [56, p. 667–669]. Fa la demostració —que és vàlida en general— en un cas concret.
30 Està enunciat en el llenguatge de Gauss, que l’estableix a [31, § 43, edició catalana, p. 40–41].
31 Com ja he dit a la nota 19, el nom fou erròniament atribuït a John Pell per Euler, que potser el

va confondre amb el matemàtic anglès Lord Brouncker (1620–1684), que fou el primer matemàtic
europeu que intentà de trobar una solució general. Tot comença amb un problema que l’any 1657
Pierre de Fermat planteja a John Wallis (1616–1703), el matemàtic anglès més notable de l’època.

Ja havia estat estudiat profusament pels matemàtics indis, però Occident no en tindria conei-
xement fins passats uns cent-cinquanta anys quan Lagrange en trobà la solució general. L’any
628, Brahmagupta (598–668) en Brahma Sphuta Siddhanta desenvolupà el mètode chakravala.
Aquest text fou traduït pels àrabs l’any 773 i traduït al llatí a començaments del segle xii. Aquest
mateix segle Bhāskara ii (1114–1185) i Narayana Pandit (∼1340–∼1400) en el xiv assoliren la
determinació de la solució general. Recordem, de passada, que el problema famós dels bous
d’Arquimedes porta a la resolució d’una equació de Pell, la solució de la qual va haver d’esperar
a disposar d’ordinadors.

Una història excel.lent de l’equació de Pell és [105] i un text teòric plantejat en forma de
problemes és [4].
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Lema. Si pq és una convergent del desenvolupament de
√
A en fracció contínua,

existeix un enter k amb |k| < 1+ 2
√
A tal que p2 −Aq2 = k.

Tanmateix, no fou capaç de veure que aquest mètode sempre dóna solucions
i que totes les solucions són convergents de

√
A. És Lagrange qui estableix el

resultat següent (vegeu [54, p. 672, 678 i 686]):

Teorema de Lagrange. L’equació (2) sempre admet solucions enteres.32

I analitzant el comportament del desenvolupament en fracció contínua
de
√
A, també proporciona una infinitat de parelles (p, q) per a les quals

f(x,y) = x2 −Ay2 pren un mateix valor R (vegeu [54, § 28, p. 727]).

A més, estableix un algorisme força simple per a determinar totes les solu-
cions de l’equació (2).

Algorisme de Lagrange. Si p1, q1 és la solució positiva mínima de (2), ales-
hores qualsevol altra solució p, q de (2) és una parella determinada pn, qn
obtinguda de la identitat:33

pn + qn
√
A = (p1 + q1

√
a)n (n = 1,2,3, . . . ). (3)

4.3 El càlcul de variacions

A la història de la matemàtica, abans de l’aparició del càlcul diferencial, la
preocupació per les qüestions relatives a la maximització i la minimització de
magnituds ha estat molt esparsa. No és estrany, en mancava l’eina. Això no
obstant, era possible, com féu Zenodor (∼200 aC–∼140 aC), plantejar des de la
geometria problemes isoperimètrics.

Portada de Méchanique
analytique (1788)

Molts dels enunciats de Zenodor els conei-
xem gràcies a un comentari que Teó d’Alexan-
dria (∼335–∼405) féu a l’Al’magest de Ptolemeu
(∼90–∼168). Euclides usaria —mode geomètric— el
camí mínim per donar la llei de la reflexió de la llum.

Un altre àmbit —que trigaria segles a plantejar-
se— en el qual apareixen problemes d’optimització
és el que proporciona la física. Per exemple, Pierre de
Fermat recorreria al temps mínim i al seu mètode
de màxims i mínims per a establir la llei de la re-
fracció de la llum (vegeu [26, p. 183–199]). Leibniz
s’adonaria que el llenguatge del càlcul diferencial que
acabava d’introduir en l’article de 1684 [17, traducció
castellana de Javier de Lorenzo, p. 271–281] era el llen-
guatge idoni per a tractar aquesta mena de problemes.

32 Vegeu [54, § 15, p. 693]. Tanmateix, aconsello, per la simplificació assolida que es basa en
la periodicitat del desenvolupament en fracció contínua de

√
A, [63, § 37, capítol iv, p. 743 i

següents].
33 Vegeu [54, § 15, p. 695 i § 17, p. 698–703].
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També Isaac Newton, a l’escoli de la proposició 34 del llibre ii de la tercera
edició del Philosophiæ naturalis principia mathematica (1687), plantejaria una
qüestió d’índole física —la forma que havia de tenir un sòlid de revolució per a
presentar mínima resistència a un fluid en el qual es desplaçava— que comporta
determinar una funció que minimitzi una integral.

Estàtua de Lagrange
Via Lagrange

Torí

La consciència de la importància d’aquesta mena de
problemes —problemes de maximització/minimització
d’integrals— té l’origen l’any 1696 quan el jove dels
germans Bernoulli, Johann, plantejà el que avui es co-
neix com el problema de la braquistòcrona (vegeu [7,
vol. i, p. 161]): Quina és la corba que ha de seguir un
punt que cau lliurement d’un punt a un altre si volem
que el temps sigui mínim.

Quatre dels matemàtics més rellevants del moment
—Newton, Leibniz, el germà gran de Johann Bernoulli,
Jakob (vegeu [17, p. 391]), i el marquès de L’Hôpital
(1661–1704)— n’oferiren la solució al costat de la de
Johann. Les cinc solucions es van publicar a l’Acta
Eruditorum de l’any 1697.

La solució de Jakob Bernoulli suggerí a Leonhard
Euler un mètode general: el que avui coneixem com
el càlcul de variacions. De fet, Euler alterava una ordenada —l’afectava d’una
variació. Amb aquest mètode i una gran imaginació d’índole geomètrica, veu
de quina manera aquesta variació afecta les derivades y ′, y ′′, . . . i la integral J
definida a la fórmula (4). Euler, a [23] (vegeu també [17, p. 399–406]), sintetitza
treballs anteriors i estableix, en llenguatge actual, el resultat següent (vegeu
[21, p. 178]):

Teorema d’Euler. Considerem una integral de la forma

J =
∫ x2

x1

f(x,y,y ′)dx, on y ′ = dy
dx
. (4)

Llavors, la funció y = y(x) que minimitza o maximitza el valor de J ha de
satisfer l’equació diferencial

fy −
d
dx

(
fy′

)
= 0.34 (5)

34 L’integrand f(x,y,y′) depèn funcionalment de x, y , y′, i també en depenen fy i fy′ .
D’aquesta manera cal entendre (5). Recordem que fy = ∂f

∂y , fy′ = ∂f
∂y′ .
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És fàcil de constatar que l’equació diferencial (5) és equivalent a

fy − fy′x − fy′yy ′ − fy′y′y ′′ = 0.35 (6)

Atès que la funció f és coneguda ens trobem davant d’una equació diferencial
ordinària de segon ordre, en y(x), no lineal.

Precisament l’any en què apareix el Methodus inveniendi, Pierre-Louis Moreau
de Maupertuis, arran de les seves recerques sobre la teoria de la llum, publicava el
principi de mínima acció ; podem reformular-lo dient que les lleis de la naturalesa
s’atenen al principi d’economia. Euler, que mantenia correspondència amb
Maupertuis, reformularia aquest principi, en un apèndix del text esmentat, com
un teorema dinàmic i l’inclouria dins el càlcul variacional.

Lagrange, sempre amatent a l’obra d’Euler, començaria a preocupar-se pel
càlcul de variacions el 1750. Tenia dinou anys. La seva aportació fou la de
descartar la tècnica basada en la geometria, introduïda per Bernoulli i Euler,
i sotmetre la teoria a mètodes analítics. En la secció següent veurem com
preocupava a Lagrange aconseguir un mètode analític que garantís el rigor de
l’anàlisi.

La idea de Lagrange, a diferència de la d’Euler, era cercar directament una
funció y(x) dins una família de funcions que passen pels dos punts (x1, y1),
(x2, y2);36 en concret, considera les funcions de la forma y(x)+ δy(x), on δ
—un símbol introduït per Lagrange— indicava la variació entera de y(x).

En introduir aquesta nova funció dins de l’integrand de J,

J =
∫ x2

x1

f(x,y,y ′)dx,

la integral es veia alterada i es podia determinar l’increment ∆J:

∆J =
∫ x2

x1

{
f(x,y + δy,y ′ + δy ′)− f(x,y,y ′)

}
dx.

Malgrat que la funció f(x,y,y ′) depèn de tres variables —que Lagrange mira
com a independents—, atès que la x no varia, pot desenvolupar l’integrand de
∆J en sèrie de Taylor de dues variables. S’obtenen, d’antuvi, termes en δy i
δy ′, després termes de segon grau en aquests increments, etc., de manera que:

∆J = δJ + 1
2
δ2 J + 1

3!
δ3 J + · · · ,

35 Recordem que fy′x = ∂2f
∂y′ ∂x , fy′y = ∂2f

∂y ∂y′ , fy′y′ =
∂2f

∂y′ ∂y′ .
36 El seu treball més notable en aquest tema fou [51]. Recordem que, cinc anys abans, en una
carta a Euler, havia batejat aquest mètode amb el nom de mètode de variacions però Euler
l’any 1756 el rebatejaria amb el nom actual: càlcul de variacions.
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on

δJ =
∫ x2

x1

(
fyδy + fy′δy ′

)
dx (7)

δ2 J =
∫ x2

x1

(
fyy(δy)2 + fyy′(δy)(δy ′)+ fy′y′(δy ′)2

)
dx,

...

Així obté les variacions successives de J: δJ, δ2 J, etc.
Aleshores Lagrange afirma que, si y(x) proporciona un extrem, llavors

δJ = 0 i afegeix, sense explicitar-ne la raó, que d i δ commuten:37

δy ′ = d(δy)
dx

.

I substituint-ho a (7) obté:

δJ =
∫ x2

x1

{
fyδy + fy′

d
dx
(δy)

}
dx

que, integrant per parts i usant el fet que δy s’anul.la entre x1 i x2, dóna:

δJ =
∫ x2

x1

{
fyδy −

( d
dx
fy′

)
δy

}
dx.

I, atès que δJ = 0 per a cada variació δy , Lagrange conclou que el coeficient
de δy ha de ser 0 i que, per tant, s’obté l’equació d’Euler:

fy −
d
dx

(
fy′

)
= 0.

Heus ací un diàleg fructífer entre Lagrange i Euler que permet un canvi
de perspectiva en les aportacions del jove matemàtic italofrancès.

4.4 La mínima acció en la mecànica

La quantitat A, coneguda com l’acció, es defineix per

A =
∫
Ldt,

on L s’anomena actualment el lagrangià.38 El lagrangià més simple d’un sistema
és l’energia cinètica T menys l’energia potencial V :

L(x, t) = T(x, t)− V(x, t).
37 Això ho aclariria Euler més endavant.
38 Les idees d’aquesta obra magna són les que ja havia aplicat abans el 1764; vegeu [52, p. 9].
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Si fem que l’acció sigui mínima, obtindrem l’equació d’Euler-Lagrange.39

En efecte, considerem un camí extremal x(t) entre els punts fixos x(t0)
i x(t1), i un moviment al llarg del camí. La trajectòria és expressada per la
funció a(t), i la velocitat v(t) canvia d’acord amb:

x(t)→ x(t)+ a(t), v(t)→ v(t)+ ȧ(t).

Si prenem a(t) molt petit però de manera que x(t)+ a(t) passi pels punts
fixos x(t0) i x(t1), podem afirmar que a(t0) = a(t1) = 0.

Tot això afecta el lagrangià. Per a aproximacions de primer ordre de l’element
petit a(t), el lagrangià es transforma de la manera següent:

L(x,v)→ L(x + a,v + ȧ) = L(x,v)+ a(t) ∂L
∂x
+ ȧ(t) ∂L

∂v
.

Per tant, l’acció es transforma d’acord amb A→ A+ δA, on:

δA =
∫ t1
t0
dt
(
a(t)

∂L
∂x
+ da
dt
∂L
∂v

)
.

El segon terme que hi ha dins el parèntesi es pot integrar per parts:

∫ t1
t0
dt
da
dt
∂L
∂v
=
[
a(t)

∂L
∂v

]t1
t0
−
∫ t1
t0
dt a(t)

d
dt
∂L
∂v
.

Atès que a(t0) = a(t1) = 0, la part ja integrada (entre claudàtors) s’anul.la.
En resulta que δA val:

δA =
∫
dt a(t)

(
∂L
∂x
− d
dt
∂L
∂v

)
.

Per a a(t) arbitrari, per a minimitzar l’acció (és a dir, si fem δA = 0),
l’expressió que hi ha dins dels parèntesis ha de ser zero. Si ho reescrivim en
coordenades generalitzades q, en lloc de x, i q̇, en lloc de v , obtenim:

∂L
∂q
− d
dt
∂L
∂q̇
= 0,

que és l’equació d’Euler-Lagrange (vegeu [72, p. 332, 340]).

4.5 Els multiplicadors de Lagrange

A la pàgina 77 del volum 11 de les Ouevres de Lagrange —el volum que conté
el tom primer de la Méchanique analytique— hi llegim (vegeu [72, p. 77–78]):

39 Aquesta idea s’usa profusament en mecànica quàntica i en física de les partícules, en particular
quan es tracta amb teories gauge.
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§ 1.− Mètode dels multiplicadors.
2. Siguin

L = 0, M = 0, N = 0, . . .

les diferents equacions de les condicions que imposa la naturalesa del sistema,
on les quantitats L, M, N, . . . , són funcions finites de les variables x, y, z, s′, y ′,
z′, . . . ; si les diferenciem, obtenim

d L = 0, d M = 0, d N = 0, . . . ,

que proporcionen la relació que hi ha d’haver entre les diferencials d’aquestes
variables. En general, les usarem com a equacions de condició entre aquestes
diferencials [. . . ].

Ara, atès que aquestes equacions només les necessitem per a eliminar un
nombre semblant de diferencials en la fórmula general de l’equilibri, segons la
qual cada un dels coeficients de les diferencials restants ha de ser nul, no és
difícil provar, per mitjà de l’eliminació de les equacions lineals, que s’obtindran
els mateixos resultats si s’afegeixen a l’equació que s’estudia les diferents
equacions de condició d L = 0, d M = 0, d N = 0, . . . , cada una multiplicada
per un coeficient indeterminat; seguidament, s’iguala a zero la suma de tots
els termes que es troben multiplicats per una mateixa diferencial. Això donarà
tantes equacions particulars com diferencials; aleshores hom elimina d’aquestes
darreres equacions els coeficients indeterminats amb els quals hem multiplicat
les equacions de condició.

3. En resulta aquesta regla extremament simple per a trobar les condicions
d’equilibri del sistema arbitrari que se’ns proposi [. . . ]

Com veiem, Lagrange dóna el mètode dels multiplicadors com una eina en
un text que té com a objecte d’estudi determinats resultats de la física.

En llenguatge actual, es tracta de trobar un màxim (o mínim) local de la
funció f(x,y) quan està sotmesa a la condició g(x,y) = 0. Si designem el
conjunt de nivell de g per A =

{
(x,y) : g(x,y) = 0

}
, es tracta de trobar un

punt (x0, y0) per al qual f(x,y) ≤ f
(
x0, y0

)
per a tot (x,y) ∈ A.

Lagrange observa que el gradient de f
(
x0, y0

)
—grad f

(
x0, y0

)
—40 és or-

togonal al vector tangent
(
x′(t0),y ′(t0)

)
de la corba de nivell A (vegeu [72,

p. 78] i [41, p. 325–326]). Per tant, en l’extrem local, els vectors grad f
(
x,y

)
i

gradg(x,y) tenen la mateixa direcció, i això porta a la condició necessària

grad f
(
x,y

)
= λgradg(x,y), g(x,y) = 0

(si grad f
(
x0, y0

)
6= 0). El paràmetre λ és el que anomenem multiplicador de

Lagrange. Les equacions anteriors representen tres condicions per als paràme-
tres x, y , λ. Si introduïm la funció L(x,y, λ) := f(x,y)− λg(x,y), les tres
condicions anteriors es poden substituir per gradL(x,y, λ) = 0.

40 Recordem que grad f és el vector grad f = ( ∂f∂x1
, ∂f∂x2

, . . . , ∂f∂xn ) = (
∂
∂x1
, ∂
∂x2
, . . . , ∂

∂xn )f = ∇f ,
on ∇ s’anomena nabla i prové d’una arpa assíria. Vegeu [33, p. 138].
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4.6 La teoria de les funcions analítiques

Portada41de Théorie des
fonctions analitiques

El càlcul diferencial plantejava una munió de pro-
blemes de caire epistemològic i també metodològic,
com van posar de manifest a bastament els seus de-
tractors, el més paradigmàtic dels quals fou George
Berkeley (1685–1753), que a The Analyst, or a Discour-
se Addressed to an Infidel Mathematician —l’astrònom
Edmond Halley— feia veure l’anomalia que suposa
treure conclusions que volen ser rigoroses a partir
d’inconsistències lògiques i conceptes ambigus.

D’altra banda, la resolució del problema de la cor-
da vibrant —que portava a la resolució d’una equació
diferencial en derivades parcials de segon ordre—
obria una escletxa, gens trivial, als conceptes de fun-
ció i de continuïtat.

Calia, doncs, d’alguna manera establir una teoria de funcions prou coherent
i sòlida per tal de poder, si més no, pal.liar aquests problemes que, encara que
ningú no n’era conscient, portarien molts maldecaps i contribuirien a la crisi
de fonaments de finals del segle xix (vegeu, per exemple, [8]).

Això és el que intentà fer Lagrange en la seva Théorie des Fonctions Analy-
tiques (1797).42 Volia fer una presentació completa del càlcul que evités tota
referència als infinitesimals, als diferencials i als límits.

L’aproximació lagrangiana es basava a considerar el desenvolupament en
sèrie de potències d’una funció f(x). D’aquesta manera creia que podria oferir
una mena de càlcul de tipus algebraic de la teoria de funcions, atès que, si
substituïa x per x + i, obtenia l’expressió —de caire polinòmic infinit—

f(x + i) = f(x)+ p i+ q i2 + r i3 + · · · , (8)

en la qual p,q, r , . . . , eren funcions de x que d’alguna manera depenien de f(x).
Per l’obra de Newton —i, sobretot, d’Euler— sabia que la majoria de les funcions
particulars que els eren familiars eren d’aquesta mena. Però, ho eren totes,
d’aquesta mena? Lagrange s’esforça a provar-ho. Avui sabem que solament
són d’aquest tipus les funcions analítiques en x —un nom que és hereu de
l’obra de Lagrange. Aviat, Augustin-Louis Cauchy (1789–1857) provaria que la

funció f(x) = e−
1
x2 no n’és, d’analítica.

Lagrange s’adona també que p és la primera derivada de f(x) i introdueix
tant la notació f ′(x) com el nom de derivada. Per veure qui són els altres
coeficients procedeix de la manera següent: a (8), substitueix i per i + o i

41 Conté la inscripció «Au Cm. Maffre de la part/du Conseil de l’Ecole Polytechnique/L.» Jean-Fran-
çois Maffre fou professor de l’École sobre la construcció de ponts. Vegeu http://www.vialibri.
net/552display/year−1797−1.html.
42 Per a una petita mostra d’aquest text, vegeu [17, p. 388–391] que acompanya altres intents
de fonamentar el càlcul en bases sòlides.



Joseph-Louis Lagrange: in memoriam 157

desenvolupa; d’altra banda, també, a (8), substitueix x per x + o i desenvolupa.
Compara els coeficients de les dues expressions i obté:

q(x) = 1
2
p′(x) = 1

2
f ′′(x),

r(x) = 1
3!
q′′(x) = 1

3!
f ′′′(x),

s(x) = 1
4!
r ′′(x) = 1

4!
f ′′′′(x), etc.

Així observa que, de fet, (8) és el desenvolupament en sèrie de Taylor de f(x):

f(x + i) = f(x)+ f ′(x) i+ 1
2
f ′′(x) i2 + 1

3!
f ′′′(x) i3 + · · · , (9)

i afirma que és fàcil veure que els coeficients f ′(x), f ′′(x), . . . coincideixen
amb les derivades successives de la funció f(x). Tanmateix, això depèn del fet
que (8) sigui derivable terme a terme respecte de i.

En el text —concretament al capítol vii— hi apareix el residu de Lagrange
de la sèrie de Taylor.

A (9) substitueix x per x − i:

f(x) = f(x − i)+ f ′(x − i) i+ 1
2
f ′′(x − i) i2 + 1

3!
f ′′′(x − i) i3 + · · · (10)

Ara, a (10), substitueix i per x z i introdueix el residu:

f(x) = f(x − x z)+ f ′(x − x z)x z + 1
2
f ′′(x − x z) (x z)2 + · · ·

· · · + 1
n!
f (n)(x − x z) (x z)n + xn+1R(x, z), (11)

que és també l’expressió utilitzada per Taylor per definir el residu. Derivant
terme a terme respecte de z, els termes s’eliminen de dos en dos i s’obté:

R′(x, z) = z
n

n!
f (n+1)(x − x z). (12)

Si M i N són el màxim i el mínim de f (n+1)(x − x z) per a z ∈ [0,1], s’obté:

M zn

n!
≤ R′(x, z) ≤ N z

n

n!
. (13)

Integrant entre 0 i 1, resulta:

M zn+1

(n+ 1)!
≤ R(x, z) ≤ N zn+1

(n+ 1)!
per a z ∈ [0,1]. (14)

Si, finalment, fem z = 1, obtenim

M
(n+ 1)!

≤ R(x,1) ≤ N
(n+ 1)!

. (15)
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Ara Lagrange usa el teorema del valor intermedi per a la funció f (n+1)(x−x z)
(n+1)!

i obté l’expressió

R(x,1) = f
(n+1)(x − xz)
(n+ 1)!

per a z ∈ [0,1]. (16)

Per fi, substitueix aquesta expressió a (11) amb z = 1 i obté:

f(x) = f(0)+ f ′(0)x + f
′′(0)
2

x2 + · · · + f
(n)(0)
n!

xn + f
(n+1)(u)
(n+ 1)!

xn+1,

amb u = x − xz ∈ [0, x].
L’èxit d’aquesta presentació i dels seus resultats no faria, però, que passés

desapercebuda la necessitat d’aprofundir en la noció de continuïtat de les
funcions i les qüestions relacionades amb l’existència de màxims i mínims i del
teorema del valor mitjà, però això ho farien matemàtics del segle xix com ara,
per exemple, Cauchy.43
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Matemàtica financera en temps de crisi
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Sovint es pregunta què fa que un tema matemàtic sigui
interessant. Algunes de les qualitats que vénen a la ment
són la utilitat, la bellesa, la profunditat i la fertilitat. La
utilitat sol mesurar-se per l’aplicació del tema fora de les
matemàtiques. La bellesa és una qualitat atractiva que tenen
moltes matemàtiques, tot i que sovint només un ull entrenat
la pot veure. La profunditat ve a través de la vinculació amb
múltiples idees i temes que sovint semblen fora del context
original. I la fertilitat significa que, amb un esforç raonable,
s’aconsegueixen resultats nous, alguns d’útils, alguns de
bonics, i potser d’altres més profunds, que esperen ser
descoberts.

Peter Forrester

El preu que els homes bons paguen per la seva indiferència
vers els assumptes públics és el de ser governats per homes
malvats.

Plató

Resum: En aquest treball es presenten alguns dels processos i càlculs estocàstics
importants per a la teoria quantitativa del risc creditici. Aquesta branca de la matemàtica
financera té com a objecte d’estudi els contractes amb risc de fallida, és a dir, contractes
en els quals existeix el risc de patir una pèrdua econòmica a causa de l’incompliment
—intencionat o no— de les obligacions adquirides per alguna de les parts que signen el
contracte. Aquest tipus de contractes és omnipresent en la crisi econòmica actual; per
això, en aquests temps de crisi mundial, ens interessa discutir-los des de la matemàtica
financera.
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Aquest treball fou el guanyador del Premi Albert Dou de l’any 2012.
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1 Introducció

Bella, fèrtil, profunda i útil són potser alguns dels adjectius usuals que faria
servir un matemàtic a l’hora de referir-se a una fórmula, o bé a qualsevol
altre objecte matemàtic. No obstant això, fora del gremi científic, la —mala—
experiència ens diu que els adjectius més freqüents sobre una equació solen
ser senzillament complicada i incomprensible. El que sembla increïble, almenys
fins a cert punt, és que una fórmula pugui ser culpable de destruir l’economia
mundial, tal com anunciava el titular d’un article publicat recentment per la BBC
(vegeu [25]). L’equació acusada és la fórmula de Black-Merton-Scholes perquè
estima el preu del contracte financer conegut per opció europea de venda.1

Sense entrar ara com ara en detalls, heus aquí la fórmula sentenciada:

Ke−r(t−T)Φ

− ln St
K + (r −

σ2

2 )(T − t)
σ
√
T − t

−StΦ
− ln St

K + (r +
σ2

2 )(T − t)
σ
√
T − t

 . (1)

Aquesta fórmula, que va merèixer el Premi Nobel d’Economia el 1997, va ser
obtinguda a l’inici dels anys setanta per Fischer Black (1938–1995), Robert C.
Merton i Myron S. Scholes (vegeu [8] i [43]).

D’esquerra a dreta, Black, Merton i Scholes.

En el model de mercat considerat per a obtenir la fórmula se segueix la pro-
posta de Paul Samuelson (1915–2009) —guanyador del Premi Nobel d’Economia
de 1970— de modelar l’evolució del preu dels actius en termes de l’exponen-
cial d’un moviment brownià.2 Aquesta proposta prové de l’evidència empírica
segons la qual els increments del logaritme del preu són independents; una
característica que posa de manifest justament el moviment brownià. De fet, la
idea original d’usar un model probabilístic per modelar el mercat de valors és
habitualment atribuïda a Luis Bachelier (1870–1946), el qual, el 1900, i com

1 Aquest contracte es formalitza entre dues parts, el comprador de l’opció i el venedor de l’opció.
En signar el contracte, el comprador de l’opció adquireix el dret —però no l’obligació— de vendre
un cert producte al venedor de l’opció, per un preu predeterminat a l’hora de signar el contracte.
En el contracte es determina també la data en la qual serà possible exercir el dret de venda.

2 El procés conegut com a moviment brownià és anomenat així en honor al botànic Robert
Brown (1773–1858), el qual va observar el moviment molt irregular de partícules de pol.len dins
de l’aigua.
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a part del seu treball doctoral [1], va fer un dels primers estudis matemàtics
sobre el moviment brownià.3 És per aquestes relacions que Robert A. Jarrow,
un alumne de Merton de qui parlarem també més endavant, anomena pare,
avi i besavi de la matemàtica financera en temps continu Merton, Samuelson i
Bachelier, respectivament (vegeu [29]).

D’altra banda, en els càlculs que porten finalment a l’obtenció de la fórmu-
la (1) es fa ús del lema d’Itô, resultat clau4 del càlcul estocàstic desenvolupat
per Kiyoshi Itô (1915–2008), guanyador dels premis Gauss 2006 i Wolf 1987.
D’acord amb Jarrow, abans del treball de Merton ningú en la professió financera
tenia coneixement del lema d’Itô; avui, en canvi, és una eina fonamental.

D’esquerra a dreta, Bachelier, Itô i Samuelson.

La fórmula de Black-Merton-Scholes és, per tant, un exemple que els resultats
de matemàtiques financeres es basen fortament en els processos i els càlculs
estocàstics usats per modelar el fenomen objecte d’estudi.

El treball de Black, Merton i Scholes va posar ordre a una situació més aviat
caòtica, on la valoració d’opcions —les quals eren productes habituals des
d’almenys el segle xvii— es basava en la simple intuïció respecte a un mercat la
dinàmica del qual no estava ben definida (vegeu [52]). Cal preguntar-se, doncs,
si hauríem pogut evitar la destrucció de l’economia mundial prenent decisions
a partir de la intuïció, en lloc d’emprar la fórmula de Black-Merton-Scholes.

Independentment de si un model matemàtic és bo o dolent, la responsabilitat
del seu ús, i la interpretació posterior dels seus resultats, recau en les persones.
Per tant, culpar de la crisi una equació sembla igual d’absurd que culpar l’arit-
mètica de tots els fraus fiscals. En qualsevol cas, tal acusació ens recorda que
l’objectiu de la divulgació de la ciència rau a informar el públic i capacitar-lo
perquè aprofiti el coneixement científic quan jutgi, per exemple, la legitimitat

3 Després, el 1905 —o Annus Mirabilis— Albert Einstein (1879–1955) va treballar també en
el tema. No obstant això, va ser Norbert Wiener (1894–1964) el primer a precisar la formulació
matemàtica del moviment brownià —que en conseqüència és també conegut com a procés de
Wiener.

4 Un comentari sobre aquest tema per part de l’Acadèmia Nacional de Ciències dels Estats
Units: Sense tenir en compte el teorema de Pitàgores en la contesa, és difícil pensar en un resultat
matemàtic que avui dia sigui més ben entès i més àmpliament aplicat al món que el lema d’Itô.
Aquest resultat té el mateix paper en el càlcul estocàstic que el teorema fonamental del càlcul en
el càlcul clàssic. És a dir, és el sine qua non del tema.
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d’un deute o les veritables implicacions derivades d’emprar, correctament o
incorrectament, una fórmula matemàtica o una altra en qualsevol àmbit, no
només en el financer. Sense aquest coneixement, o sense la capacitat d’usar-lo,
no és possible diferenciar entre la fórmula que apareix a (1) i la que apareix a
la figura 1. La primera és producte d’un treball seriós, producte de l’evolució
d’un model científic que combina l’esforç i el coneixement d’especialistes de
diverses disciplines de la matemàtica i altres ciències. La segona fórmula és
simplement un disbarat.

Figura 1: Com és possible decidir sense coneixement? I, sense la di-
vulgació adequada, com és possible usar el coneixement generat per la
comunitat científica?

Usem el terme risc creditici quan ens referim al risc de patir una pèrdua
econòmica a causa de l’incompliment —intencional o no— de les obligacions
contretes per alguna de les parts que signen un contracte. Com que aquest
tipus de contractes és omnipresent en la crisi econòmica actual, s’estudien des
de diferents àrees del coneixement. Aquest article té com a objectiu presentar
algunes de les idees bàsiques relacionades amb l’estudi del risc creditici des
de la teoria quantitativa del risc creditici, que és una branca de la matemàtica
financera. Mostrarem alguns dels conceptes i tècniques més significatius de les
tendències actuals d’aquesta teoria.

En la primera part presentarem els processos (vegeu la secció 2) i els càlculs
estocàstics (vegeu la secció 3) necessaris per a la modelització del risc creditici.
Estudiarem alguns dels processos estocàstics clàssics (cadenes de Markov,
processos de Lévy, de Poisson i de Wiener), d’altres d’interès recent (processos
de memòria llarga i processos d’àmbit) i motivarem la integració estocàstica
respecte a alguns d’aquests processos. En la segona part explicarem algunes
idees bàsiques de la matemàtica financera i presentarem els dos punts de vista
tradicionals de la teoria quantitativa del risc creditici, que són el punt de vista
estructural i el punt de vista de forma reduïda. Finalment, discutirem alguns
aspectes del paper que exerceix la matemàtica financera actualment; amb això
destacarem la necessitat que la comunitat matemàtica, en general, s’interessi
pel tema i reinterpreti amb nous ulls l’epígraf de Plató que obre aquest article.
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2 Processos estocàstics en la modelització del risc

Donat un espai de probabilitat (Ω,F ,P), anomenarem procés estocàstic (Xt)t∈I
una família de variables aleatòries Xt : Ω → S, on I és un conjunt d’índexs i S
l’anomenat espai d’estats o espai de valors. En els casos més habituals I es pren
com a N0, Z, [0, T ], o bé R, de manera que l’índex t se sol interpretar com el
temps. Exemples de S, com veurem a continuació, són conjunts finits, Zn, o
bé Rn.

Intuïtivament, un procés estocàstic es pot pensar com una manera de repre-
sentar l’evolució d’un fenomen el comportament del qual sigui tan irregular
que convingui considerar-lo aleatori. Aquests processos són un dels objectes
centrals de la probabilitat moderna, i els escenaris en els quals poden ser apli-
cats inclouen diverses àrees de les ciències experimentals i les ciències socials.
De fet, un mateix procés estocàstic pot servir per a modelar fenòmens diferents
que, almenys a primera vista, semblarien desconnectats. Aquest fet estén la
noció d’universalitat que dóna el teorema central del límit i ens fa evocar la
frase d’Eliakim H. Moore, amb la qual Samuelson obre el seu llibre [57]:

L’existència d’analogies entre els components centrals de diverses teories
implica l’existència d’una teoria general subjacent, la qual unifica les
teories particulars pel que fa a aquests components centrals.

Alguns dels exemples clàssics d’aplicació provenen de l’estudi del canvi
climàtic, creixement de tumors, epidèmies, expansió de rumors en una xarxa
social, evolució del preu dels actius en la borsa, detecció d’emissió de partícules,
dinàmica de poblacions, filtratge de senyals, hidrologia, lingüística, optimització,
recurrència de terratrèmols, teoria del control, teoria de cues i turbulència de
fluids (vegeu [3, 56, 61]). No obstant això, la metodologia de fons permet abordar
també problemes de la matemàtica bàsica. Un dels exemples favorits relacionats
amb això és l’estudi dels grafs aleatoris, concepte introduït per Paul Erdős i
Alfréd Rényi al final dels anys cinquanta (vegeu [23]). En aquest escenari, es
poden fer servir tècniques probabilístiques per a donar exemples de l’existència
de grafs amb característiques específiques.

A continuació, presentem alguns processos estocàstics relacionats amb
la modelització en matemàtiques financeres, d’alguns dels quals se n’ha con-
solidat la pràctica. Aquest és el cas de les cadenes de Markov, el procés de
Poisson, el procés de Wiener i altres processos de Lévy. Altres processos que
presentem tenen un interès més recent i els models corresponents encara estan
en discussió. Ens referim als processos d’àmbit i als processos fraccionaris. Ens
centrarem en els processos amb conjunts d’índexs continus, i ens referim a
[51, 63, 62] per a la discussió de la matemàtica financera a temps discret.

2.1 Processos de Lévy i l’evolució dels preus

Com s’ha esmentat ja en la introducció, el model de Samuelson proposa modelar
l’evolució del preu dels actius utilitzant l’exponencial d’un moviment brownià.
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L’evidència empírica relacionada amb aquesta proposta és que el logaritme dels
preus té increments independents.

Un altre fet empíric que es pot considerar és la possibilitat que el preu
tingui una caiguda o pujada sobtades. En altres paraules, que l’evolució del
preu sigui discontínua. Aquestes discontinuïtats es poden donar després de
l’aparició inesperada d’un esdeveniment significatiu, com pot ser un fenomen
climàtic, un canvi legislatiu, una demanda, un descobriment científic, etc.

El procés de Wiener, o moviment brownià, té trajectòries contínues, de
manera que no pot posar de manifest la discontinuïtat en l’evolució del preu
suggerida per l’evidència empírica. Una manera de resoldre això és agregant un
procés de Poisson, el qual modelitza els salts i dóna lloc a discontinuïtats. Més
generalment, la idea és modelar l’evolució dels preus utilitzant un procés de
Lévy. Precisem la definició d’aquests processos.

D’esquerra a dreta, Lévy, Poisson i Wiener.

Definició 1. Un procés estocàstic (Lt)t∈[0,T ] s’anomena procés de Lévy si satisfà
les condicions següents:5

1. L0 = 0.

2. Té increments estacionaris, és a dir, la distribució dels increments Lt+s−Lt
depèn només de t − s, i no de t.

3. Té increments independents, és a dir, si r < s ≤ t < u llavors Lu − Lt
i Ls − Lr són variables aleatòries independents.

Una característica important dels processos de Lévy és que per a tot t∈[0, T ],
Lt té una distribució infinitament divisible. Recordem que una distribució F es
diu infinitament divisible si per a tot enter n > 1 existeixen variables aleatòries
ξ1, . . . , ξn independents i idènticament distribuïdes tals que ξ1 + · · · + ξn té
distribució F . Aquest és el cas de les distribucions normal i de Poisson. Per a
veure que Lt té efectivament una distribució infinitament divisible n’hi ha prou

5 Per excloure processos que inclouen salts en moments predeterminats (no aleatoris) s’ha
d’imposar també la condició limh→0 P(|Lt+h−Lt| ≥ ε) = 0 per a tot ε > 0. Referències clàssiques
sobre processos de Lévy i les seves aplicacions en finances es poden trobar a [58, 12, 59, 60].
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amb considerar la suma telescòpica

Lt =
n−1∑
k=0

(
L(k+1)∆ − Lk∆

)
, n > 1, ∆ := t/n. (2)

Aquesta suma mostra que Lt es pot escriure com la suma arbitrària de variables
independents L(k+1)∆−Lk∆, amb distribució igual a la de L∆. El resultat recíproc
també és cert: tota distribució infinitament divisible defineix un procés de Lévy.6

Definició 2. El moviment brownià, o procés de Wiener, és un procés de Lévy
(Wt)t∈[0,T ] en el qual, per a tots s, t: 0 ≤ s < t ≤ T , els increments Wt −Ws
tenen una distribució normal N(0, t − s).

Definició 3. El procés de Poisson és un procés de Lévy (Nt)t∈[0,T ] en el qual,
per a tots s, t: 0 ≤ s < t ≤ T , els increments Nt −Ns tenen una distribució de
Poisson amb paràmetre λ(t − s).

2.1.1 Salts i teoria de la ruïna. El procés de Poisson (Nt)t≥0 pot utilitzar-se
per modelar els temps en què ocorren determinats esdeveniments. Per exemple,
com veurem en la secció 4, la fallida en una empresa es pot modelar com el
primer moment en què un determinat paràmetre econòmic experimenta un salt
—i. e., increment o decrement. Per exemple, si definim que un esdeveniment
tindrà lloc en el primer moment en què (Nt)t≥0 tingui un salt, i. e.,

τ := inf{t ∈ [0, T ] : Nt = 1} = inf{t ∈ [0, T ] : Nt > 0}, (3)

llavors podem demostrar que τ té distribució exponencial, i. e., P(τ > t) =
exp(−λt). En efecte,

P(τ > t + s) = P(Nt+s = 0) = P(Ns = 0, Nt+s −Ns = 0) =
= P(Ns = 0)P(Nt+s −Ns = 0) = P(Ns = 0)P(Nt = 0).

Les primeres identitats se segueixen de que els increments de (Nt)t≥0 són
independents i estacionaris.

Observeu que en un procés de Poisson tots els increments són de grandària 1.
Això es pot generalitzar de manera que la grandària dels salts tingui una
distribució donada.

Definició 4. Sigui (Nt)t≥0 un procés de Poisson amb intensitat λ, i sigui
(ξk)k∈N una successió de variables independents i idènticament distribuïdes
amb llei F . Suposem que (Nt)t≥0 i (ξk)k∈N són independents. Un procés de
Poisson compost amb intensitat λ > 0 i distribució de la grandària dels salts F
és un procés estocàstic (Jt)t≥0 definit per

Jt :=
Nt∑
k=1

ξk, t ≥ 0.

6 Vegeu, per exemple, el corol.lari 11.6 a [58].
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El procés de Poisson compost es pot utilitzar per donar un model clàssic
en la teoria de la ruïna (vegeu [17]). En efecte, podem modelar el capital d’una
asseguradora de la manera següent:

Ct := C0 + ct − Jt = C0 + ct −
Nt∑
k=1

ξk, t ≥ 0,

on C0 és una constant que representa el capital inicial de l’asseguradora i ct re-
presenta el capital que paguen en conjunt tots els assegurats. Finalment,
ξk representa els imports que perd o que guanya l’asseguradora quan un dels
clients té un accident. Aquest model correspon a la intuïció que els accidents
van ocorrent en moments aleatoris (modelats pels salts de (Nt)t∈[0,T ]), i que
l’import de cadascun d’aquells ascendeix a ξk, k ∈ N.

2.1.2 Trajectòries i simulació d’un procés estocàstic. Si fixem un escena-
ri ω ∈ Ω, podem considerar l’aplicació α, X(ω,α). Anomenarem trajectòria
de ω aquesta aplicació i la denotarem per X(ω). La simulació de processos
estocàstics s’entén com la simulació de trajectòries. En la figura 2 es mostra la
simulació de dues trajectòries. Com hem esmentat abans, les trajectòries del
procés de Wiener (Wt)t∈[0,T ] són contínues.7

Figura 2: Es mostra una trajectòria del procés de Wiener (esquerra) i
una del procés de Poisson (dreta).

La suma telescòpica de (2), i la propietat que els increments Wt+∆ −Wt són
independents i tenen distribució N(0,∆), ens suggereixen l’algoritme següent
per a simular una trajectòria d’un procés de Wiener en una partició de [0, T ]
amb N punts equidistants {tk := kT/N, 0 ≤ k ≤ N} de temps:

7 Una presentació dels nous desenvolupaments en l’àrea de simulació es pot trobar a [54].
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Algoritme 1: Simulació d’una trajectòria d’un procés de Wiener en una partició
de [0, T ] amb N punts equidistants {tk := kT/N, 0 ≤ k ≤ N} de temps.

1. Definir W0 := 0.

2. Des de k = 1 fins a N

a) Generar la variable aleatòria X amb distribució N(0, TN ).

b) Definir Wtk := Wtk−1 +X.

De manera similar tenim un algoritme per a simular un procés de Poisson.
Com que aquest procés és esglaonat, només hem de simular els moments en
què es produeixen els salts. Recordem que si U és una variable aleatòria amb
una distribució uniforme en (0,1), llavors X := − ln(U)/λ té una distribució
exponencial amb paràmetre λ.

Algoritme 2: Simulació dels salts d’un procés de Poisson.

1. Definir t := 0, i definir un vector S.

2. Generar U amb distribució uniforme a (0,1).
3. Actualitzar el valor de t amb t − ln(U)/λ.
4. Mentre t < T

a) Agregar t al vector S.

b) Generar U amb distribució uniforme en (0,1).

c) Actualitzar el valor de t amb t − ln(U)/λ.

2.2 Cadenes de Markov i les agències de qualificació

Una agència de qualificació de risc és una empresa dedicada a avaluar el risc
creditici al qual estan exposats determinats productes financers oferts per em-
preses, per governs regionals o per estats. La qualificació —o rating— assignada
descriu fins a quin punt té risc el producte d’acord amb els criteris de cada
agència. Els inversors utilitzen aquestes qualificacions per a obtenir informació
sobre els productes financers en els quals desitgen invertir.

Alguns exemples8 d’agències de qualificació que podem trobar últimament
en els mitjans són Dun & Bradstreet, Fitch, Moody’s i Standard & Poor’s. Arran
de les crítiques i sospites sobre el funcionament d’aquestes agències, han
aparegut algunes iniciatives per tal d’estructurar comunitats —no empreses!—
de qualificació.9

8 Es pot trobar una llista extensa d’agències de qualificació a http://www.defaultrisk.com.
9 Una idea interessant sobre aquest tema es pot trobar a http://www.wikirating.org.
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Els productes financers són monitoritzats i requalificats constantment. En
conseqüència, una cadena de Markov dóna un model per als canvis de qualifica-
ció —o migració creditícia— que experimenta un producte a través del temps
(vegeu [30]). Precisem aquest concepte.

Definició 5. Sigui S = {s0, s1, . . . , sn} un espai de valors amb una quantitat
finita d’elements, els quals anomenarem estats. Una cadena de Markov és un
procés estocàstic C : Ω ×N0 → S amb la propietat que

P(Ck = s | Ck−1, . . . , C0) = P(Ck = s | Ck−1), ∀ k ∈ N0, s ∈ S. (4)

Un estat si es diu absorbent si P(Ck = sj | Ck−1 = si) = δij per a tot k ∈ N0.

Figura 3: Andrej Markov (1856–1922) i un exemple d’una cadena de
Markov.

Les qualificacions que aplica Standard & Poor’s són, de millor a pitjor, AAA,
AA+, AA, AA−, A+, A, A−, BBB+, BBB, BBB−, BB+, BB, BB−, B+, B, B−, CCC+,
CCC, CCC−, CC, C, i D. De manera que els estats de la cadena de Markov
associada serien

S = {AAA,AA+, AA,AA−, . . . , CCC−, CC,C,D}.

L’estat D s’entén com l’estat de fallida —o default, en anglès. Suposarem que
una vegada que s’arriba a l’estat de fallida ja no és possible sortir-ne, és a dir,
que l’estat de fallida és un estat absorbent de la cadena de Markov.

Un dels problemes més importants en aquest model és calcular la probabilitat
d’arribar a l’estat de fallida abans d’un temps T ∈ N o, equivalentment, calcular
la distribució del temps aleatori (cf. (3))

τ := inf {k ∈ {0,1,2, . . . , T} : Ck = D} . (5)
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Vegem com es pot calcular aquesta distribució. Considerem la matriu definida
per

P :=
(
pij = P(C1 = sj | C0 = si)

)n
i,j=1

.

L’entrada pij és igual a la probabilitat de passar a l’estat sj , atès que l’estat
actual és si. Aquesta matriu es denomina matriu de transició. Les seves potències
descriuen els canvis d’estat —o transicions— de la cadena. Més específicament,
si p(k)ij és la probabilitat que, partint de l’estat si, s’arribi a l’estat sj després
d’exactament k passos, llavors es demostra que

p(k)11 . . . p(k)1n
...

. . .
...

p(k)n1 . . . p(k)nn

 =

p11 . . . p1n

...
. . .

...
pn1 . . . pnn


k

.

Per tant, la probabilitat que partint de l’estat s0 = AAA no arribem a l’estat de
fallida sn = D abans de T passos és igual a

P(τ > T) =
∑
j≠n
p(T)1j = 1− p(T)in .

2.3 Espiral de Wiener, moviment brownià fraccionari

El procés de Poisson i el de Wiener satisfan una condició anàloga a l’expressada
a (4), és a dir, donat el valor actual, l’evolució futura del procés és independent
del seu passat. Direm que un procés és markovià si compleix aquesta condició.
Veurem a continuació una generalització del moviment brownià —el moviment
brownià fraccionari— que pot deixar de ser markovià i exhibir, en canvi, una
memòria llarga, és a dir, que valors futurs del procés estiguin correlacionats
amb els seus valors passats.

El moviment brownià fraccionari va ser introduït per Andrej Kolmogorov
(1903–1987) quan estudiava les anomenades espirals de Wiener, mentre que
Benoît Mandelbrot (1924–2010) i John Van Ness van desenvolupar diverses
propietats d’aquest procés (vegeu [42, 18]).

Definició 6. Sigui A un conjunt d’índexs igual a [0, T ] o a R. Direm que el
procés estocàstic (BHt )t∈A és un moviment brownià fraccionari de paràme-
tre H ∈ (0,1) si satisfà les condicions següents:

1. BH0 = 0.

2. És un procés gaussià, i. e., per a tot conjunt finit d’índexs t1, . . . , tk es
compleix que (BHt1 , . . . , B

H
tk) té una distribució normal multivariada.

3. Bt té una esperança igual a 0, per a tot t ∈ A.

4. Per a cada s, t ∈ A es compleix que

E[BHs B
H
t ] = 1

2(s
2H + t2H − |t − s|2H). (6)
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Mandelbrot va denominar el paràmetre H paràmetre de Hurst, en honor a
Harold Hurst (1880–1978), el qual amb els seus estudis estadístics sobre els
desbordaments del riu Nil va trobar que dades molt llunyanes en el temps
estaven correlacionades. Aquesta característica de memòria llarga es modela
bé amb el moviment brownià fraccionari.

D’esquerra a dreta, Kolmogorov i Mandelbrot.

Actualment, l’aplicació d’aquest procés en matemàtiques financeres s’estudia
en diverses direccions. Per exemple, com una generalització de la modelització
de l’evolució dels preus dels actius, reemplaçant el moviment brownià per
un moviment brownià fraccionari (vegeu [47]). També, com un model per a
l’evolució de variables macroeconòmiques, com els tipus d’interès, els quals,
segons l’evidència empírica, no són markovians (vegeu [5]).

Les estructures fractals10 tenen una característica important coneguda com a
autosimilitud, que intuïtivament podem pensar com la invariància en l’estructura
en fer zoom en una de les parts. El moviment brownià fraccionari és també
autosimilar en el sentit estadístic precisat per la proposició següent.11

Proposició 7. Si (BHt )t∈I és un movimient brownià fraccionari de paràme-
tre H ∈ (0,1), aleshores12

(s−HBHst)t∈I
d= (BHt )t∈I , s > 0.

Si fixem H = 1
2 i A = [0, T ] llavors obtenim el moviment brownià estàndard

que hem vist abans. De manera que el moviment brownià també és autosimilar.
Cal destacar que H = 1/2 és l’únic valor per al qual (BHt )t∈I té increments
independents.

10 Benoît Mandelbrot és ben conegut pel seu llibre titulat La geometria fractal de la natura
(vegeu [39]). En [40] i [41] es poden trobar algunes idees de característiques fractals associades
amb la matemàtica financera.
11 La demostració d’aquest resultat és una conseqüència immediata del fet que la funció de
covariància de (6) és homogènia d’ordre 2H.

12 El símbol
d= denota igualtat en distribució.
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Figura 4: A l’esquerra apareix el fractal conegut com a floc de neu de
Koch, i a la dreta una trajectòria d’un moviment brownià fraccionari amb
una secció ampliada per a mostrar autosimilitud.

2.4 Camps estocàstics i processos d’àmbit

En la definició de procés estocàstic que hem establert a l’inici de la secció 2
esmentem que el conjunt d’índexs I sol ser un subconjunt de R. Una extensió
natural consisteix a prendre un conjunt d’índexs en temps i espai, és a dir,
de la forma J := R×X, on la nova component espacial pot ser, per exemple,
X = Rn. Anomenarem camp estocàstic aquesta extensió i la denotarem per
(I(t, x))(t,x)∈J .

Un camp d’àmbit és un camp estocàstic (I(t, x))(t,x)∈J tal que, per a cada
(t, x) ∈ R×X, el valor de I(t, x) depèn d’un cert conjunt A(t,x) ⊂ (−∞, t]×X,
el qual denominem àmbit associat a (t, x). Un àmbit A(t,x) pot ser bastant
general, però és usual triar-lo de manera que sigui homogeni en espai i en
temps, és a dir, fixat A(0,0) ⊂ (−∞,0) ×X, es defineix per a cada (t, x) ∈ J
l’àmbit A(t,x) := {(s, i) ∈ J : (s − t, i−x) ∈ A(0,0)}. El rol d’un àmbit A(t,x)
és establir un con de causalitat, definint quins esdeveniments passats tenen
efecte en el valor present del camp estocàstic. Pensarem, doncs, que I(t, x) és
donat per

I(t, x) =
∫
A(t,x)

g(t,x)(s, ξ)σ(s, ξ)L(ds,dξ), (7)

on g és una funció determinista, la volatilitat σ és un altre camp estocàstic i la
integral s’ha d’entendre com una integral estocàstica (tipus Walsh [66]) respecte
de la mesura aleatòria L. Per a més detalls sobre la definició precisa de camp
d’àmbit ens referim a [3, 2, 14]. No obstant això, esmentem que una manera
de motivar (7) és considerar equacions en derivades parcials perturbades per
un soroll blanc en espai i temps (cf. [46]). Usarem una heurística similar en la
secció 3.3 per motivar les equacions diferencials estocàstiques en el sentit d’Itô.

Un procés d’àmbit (Xθ)θ∈I és la restricció d’un camp d’àmbit (I(t, x))(t,x)∈J
al llarg d’una corba α, és a dir, donat un subconjunt de R, I , i una corba
α : I → J, (Xθ)θ∈I és donat per Xθ := I(α(θ)). Aquests processos van ser
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introduïts a mitjan de la dècada passada per Barndorff-Nielsen, Schmiegel i
col.laboradors (vegeu [3]), amb l’objectiu de modelar la turbulència en fluids i
el creixement de tumors. Actualment s’estudien les propietats teòriques i les
possibles aplicacions d’aquests processos. En particular, quant a l’estudi teòric,
una línia de recerca tracta del desenvolupament d’un càlcul estocàstic associat.
Pel que fa a les aplicacions financeres, s’estudia, per exemple, la viabilitat de
modelar variables macroeconòmiques i preus de derivats fent servir processos
d’àmbit (vegeu [14]), així com la seva aplicació en problemes de risc creditici
(vegeu la secció 4). Més encara, s’estudia la possibilitat de modelar directament
el valor de derivats financers sense necessitat d’imposar una dinàmica específica
per als preus dels actius, contrastant això amb els enfocaments clàssics que
obtenen el valor dels derivats a partir del supòsit d’una dinàmica específica per
a l’evolució dels preus dels actius.

3 Càlcul estocàstic

Comencem per fixar un espai de probabilitat (Ω,F ,P) i considerem un procés de
Wiener (Wt)t∈[0,T ]. Anomenarem filtració tota successió creixent de σ -àlgebres
(Ft)t∈[0,T ]. Donat un procés estocàstic (Xt)t∈[0,T ], anomenarem filtració natural
generada per X la filtració definida per

FX := (FXt := σ(Xs , s ≤ t))t∈[0,T ].

En les aplicacions, les filtracions representen la informació disponible sobre el
fenomen estudiat. Més específicament, FXt0 representa la informació disponible
que prové d’observar el fenomen —modelat per (Xt)t∈[0,T ]— fins a un temps t0.

3.1 La integral estocàstica

La integral estocàstica es defineix en dos passos. Primer, es construeix la integral
com una isometria I0 : ET → L2([0, T ] × Ω), sent ET una classe de processos
esglaonats, és a dir, processos de la forma

ut :=
n∑
j=1

uj1[tj−1,tj)(t), t ∈ [0, T ], (8)

on 0 =: t0 ≤ · · · ≤ tn := T i, per a cada j = 1, . . . , n, uj pertany a L2(Ω) i és
Ftj−1 -mesurable. Sigui ΛT l’adherència de ET a L2([0, T ]×Ω). El segon pas de
la construcció és estendre I0 a una isometria I : ΛT → L2(Ω). De manera que si
un → u a L2([0, T ]×Ω), aleshores I(u) := lim I0(un), en el sentit de L2(Ω),

ET

��

I0

##G
GG

GG
GG

G

ΛT
I // L2(Ω).
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Per al primer pas de la construcció definim la integral de u = (ut)t∈[0,T ] ∈ ET
com a

ET
I0-→ L2(Ω)

n∑
j=1

uj1[tj−1,tj)(t) , I0(u) :=
∫ T

0
ut dWt :=

n∑
j=1

uj(Wtj −Wtj−1).

Vegem-ne un exemple. Si considerem el procés esglaonat següent:

unt :=
n∑
j=1

Wtj−11(tj−1,tj](t), n ≥ 1, t ≥ 0,

es pot veure que un → W i que es compleix la igualtat següent:∫ T
0
Wt dWt = lim

n -→∞

n∑
j=1

Wtj−1

(
Wtj −Wtj−1

)
=

= lim
n -→∞

1
2

n∑
j=1

(
W 2
tj −W

2
tj−1

)
− 1

2
lim
n -→∞

n∑
j=1

(
Wtj −Wtj−1

)2
=

= 1
2
B2
T −

1
2
T .

Això contradiu la intuïció que tindríem en el càlcul determinista: six : [0, T ]→ R
és una funció determinista diferenciable tal que x0 = 0 (escrivint xt en lloc del
clàssic x(t)), llavors ∫ T

0
xt dxt =

1
2
x2
t

∣∣∣∣T
0
= 1

2
x2
T . (9)

Fixeu-vos que la integral estocàstica no es comporta com la integral de Riemann-
Stieltjes en el sentit següent. Considerem una successió de particions Πn :=
(tn0 := 0 ≤ tn1 ≤ · · · ≤ tnrn := T) tal que el pas de la partició tendeixi a 0. Sigui
λ ∈ [0,1] i definim τnk := (1− λ)tnk + λtnk+1. Es pot demostrar que

lim
n→∞

rn∑
k=1

Wτnk
(
Wtnk −Wtnk−1

)
= 1

2
B2
T +

(
λ− 1

2

)
T ,

on el límit és en el sentit de L2(Ω). És a dir, per a cada λ tenim una integral
diferent. Si prenem λ = 0 recuperem la definició de la integral d’Itô. Mentre que
si prenem λ = 1

2 tenim l’anomenada integral estocàstica de Fisk-Stratonovich.
El segon pas de la construcció és més tècnic i l’ometem per simplicitat en

l’exposició. Per a una exposició més detallada sobre aquestes idees ens referim
a [36, 53, 65].

3.2 Processos i lema d’Itô

Un procés d’Itô és un procés estocàstic de la forma

Xt := x +
∫ t

0
us dWs +

∫ t
0
vs ds, t ∈ [0, T ], (10)
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on els processos (us)s∈[0,T ] i (vs)s∈[0,T ] satisfan determinades condicions. Per
conveni, una forma alternativa d’escriure el procés és en la seva forma diferencial

dXt = ut dWt + vt dt.

La integral estocàstica respecte de (Wt)t∈[0,T ] que hem definit es pot estendre
a una integral estocàstica respecte del procés d’Itô (Xt)t∈[0,T ] com a∫ T

0
fs dXs =

∫ T
0
fsus dWs +

∫ T
0
fsvs ds.

Considerem ara n processos de Wiener independents (W (k)
t )t∈[0,T ], k = 1, . . . , n.

Definim un procés d’Itô n-dimensional com un procés

X = (Xt := (X(1)t , . . . , X
(n)
t ))t∈[0,T ]

en què cada component és un procés d’Itô

dX(k)t =
n∑
j=1

u(k,j)t dW (j)
t + v(k,j)t dt, k = 1, . . . , n, t ∈ [0, T ].

El lema d’Itô ens diu si f és una funció f : [0, T ]×Rn → R de classe C1,2, llavors
es compleix que

f(t,X(1)t , . . . , X
(n)
t ) = f(0, X0)+

∫ t
0

∂
∂t
f (s,Xs)ds +

∫ t
0

∂
∂x
f(s,Xs)dXs+

+ 1
2

n∑
k,j=1

∫
∂2

∂xk∂xj
f(t,Xt)(dX

(k)
t )(dX

(j)
t ),

on (dXt)2 es calcula d’acord amb les regles següents: dW (k)
t × dW (j)

t = δkj dt,
dW (k)

t × dt = dt × dW (k)
t = dt × dt = 0.

En particular, si prenem la funció (t, (x(1), x(2))) , x(1)x(2), obtenim la
fórmula següent d’integració per parts:

X(2)t X
(1)
t = X(2)0 X(1)0 −

∫ t
0
X(2)s dX(1)s −

∫ t
0
X(1)s dX(2)s +

∫ t
0
u(1)s u(2)s ds.

3.3 Equacions diferencials estocàstiques

El moviment brownià és tan irregular que no és possible definir-ne, en el sentit
ordinari, la derivada respecte del temps. En efecte, una trajectòria típica del
moviment brownià, encara que contínua, no és diferenciable en cap punt. No
obstant això, sí que és possible donar un sentit a la derivada (vegeu [26, 27]) i
això dóna lloc a l’anomenat soroll blanc Ẇ(t) := dWt

dt (vegeu [46, definició 1] o [35,
exemple 3.13]). Sense entrar en més detalls, pensem ara formalment en Ẇ per
tal de desenvolupar l’heurística següent: si l’equació diferencial determinista13

dxt
dt
= f(t, xt) (11)

13 Com en (9) aquí hem escrit xt en comptes de x(t).
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és pertorbada additivament mitjançant el soroll blanc, obtenim una equació
nova de la forma

dxt
dt
= f(t, xt)+ Ẇ(t). (12)

Ara bé, d’una banda, en el càlcul determinista l’equació diferencial (11) es pot
plantejar com l’equació integral

xt = x0 +
∫ t

0
f(s, xs)ds.

Mentre que, d’altra banda, en el càlcul d’Itô Ẇ(t) i dt es combinen per formar
el diferencial brownià dWt , de manera que l’equació pertorbada (12) pren
l’expressió formal

dxt = f(t, xt)dt + dWt ,

la qual ha d’entendre’s estrictament com el procés d’Itô

xt = x0 +
∫ t

0
f(s, xs)ds +Wt . (13)

Més generalment, per equació diferencial estocàstica (EDE ){
dXt = f(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dWt ,
X0 = x0,

entendrem una manera d’escriure formalment el procés d’Itô:

Xt = x0 +
∫ t

0
f(s,Xs)ds +

∫ t
0
σ(s,Xs)dWs .

Amb determinades hipòtesis sobre els coeficients f i σ és possible establir
l’existència i unicitat de la solució d’una EDE (vegeu [53, capítol 9.2] i [48,
capítol 5.2]). No obstant això, el lema d’Itô pot servir per a resoldre una EDE
quan es conjectura com podria ser-ne la solució. Per exemple, l’estructura de
l’EDE següent {

dYt = Yt(µ dt + σ dWt),
Y0 = 1,

ens suggereix considerar una solució de forma exponencial i, en efecte, si

apliquem el lema d’Itô a la funció F(t, x) := exp
(
(µ − 1

2σ
2)t + σx

)
podem

comprovar que la solució d’aquesta EDE és (It := F(t,Wt))t≥0.
Les EDE van ser inicialment estudiades per Itô, amb la finalitat de construir

determinats processos markovians a partir dels seus generadors infinitesimals
(cf. [36]). Des de llavors, les EDE han estat aplicades extensivament a diverses
àrees; el lector interessat en podrà trobar un tractat complet a [48]. Cal esmentar
que també és possible definir EDE en les quals el paper del moviment brownià és
reemplaçat per un procés de Lévy general. Aquestes EDE dirigides per processos
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de Lévy tenen aplicacions a la matemàtica financera, per exemple per modelar
intensitats de fallida (vegeu la secció 4.1.2 i [60, capítol 5]). Sobre aplicacions
en altres disciplines, esmentem que una equació com ara (13), però en la qual
canviem el moviment brownià per un altre procés de Lévy, pot servir per a
modelar l’evolució de les temperatures de la Terra en els últims 250 000 anys
(vegeu [64, secció 12.4]).

3.4 Integració estocàstica respecte d’un moviment brownià fraccionari

El 1969 Molchan i Golosov [44] van representar el moviment brownià fraccionari
(BHt )t∈[0,T ] amb paràmetre de Hurst H ∈ (1

2 ,1) com a

BHt =
∫ T

0
K[1[0,t)](s)dWs , (14)

on K és un nucli determinista de quadrat integrable que actua a L2[0, T ] per14

K[f ](s) :=
2HΓ(H + 1

2)Γ(
3
2 −H)

Γ(2− 2H)

 1
2

s
1
2−H

∫ T
s
f(u)uH−

1
2 (u− s)H−

3
2 du,

on Γ és la funció gamma d’Euler.
En el cas d’integrands deterministes es pot construir una integral estocàs-

tica respecte de (BHt )t∈[0,T ] seguint les idees de la construcció de la integral
d’Itô (vegeu [47]). Primer es defineix la integral per a la classe E de funcions
esglaonades, és a dir, funcions u : [0, T ]→ R de la forma

u(t) :=
n∑
j=1

uj1[tj−1,tj)(t), t ∈ [0, T ],

on 0 =: t0 ≤ · · · ≤ tn := T i u1, . . . , un ∈ R. Com a segon pas, considerem
inicialment l’espai de HilbertH definit com la completació de E respecte de la
norma donada per (cf. (6))〈

1[0,t],1[0,s]
〉
H := 1

2(s
2H + t2H − |t − s|2H).

Es pot demostrar (vegeu [50, 49]) queH és massa gran, en el sentit que no és
necessàriament un espai de funcions, sinó de distribucions d’ordre negatiu. De
manera que hem de restringir-nos a un subespaiH , el qual identificarem amb

|H| :=
{
f : [0, T ]→ R

∣∣∣H(2H − 1)
∫ T

0

∫ T
0
|f(u)||f(v)||u−v|2H−2 dudv<∞

}
.

14 Fixeu-vos que aquest nucli es pot expressar en termes del càlcul fraccionari de Riemann-
Liouville (vegeu [55]).
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D’aquesta manera tenim la inclusió L2[0, T ] ⊂ |H| ⊂ H , i la integral obtinguda
satisfà ∫ t

0
f(s)dBHs =

∫ t
0

K[f ](s)dWs .

Encara que en aquesta secció hem partit de la caracterització de (14) per
fer front a la integració respecte del moviment fraccionari, també és possible
considerar una caracterització diferent, habitualment anomenada representació
de mitjanes mòbils de Mandelbrot i Van Ness [42]; vegeu, per exemple [16]. No
obstant això, és important destacar que amb ambdues caracteritzacions es pot
construir una integral estocàstica (pel que fa al moviment brownià fraccionari)
seguint les mateixes idees. Algunes relacions entre ambdues caracteritzacions
es poden trobar a [34].

4 Teoria quantitativa del risc creditici

Podríem dir, grosso modo, que un contracte financer és un acord per a inter-
canviar diners segons unes regles determinades. Generalment, l’acord se signa
entre dues parts (persones o institucions) que podem anomenar comprador i
venedor. L’opció europea de venda que hem esmentat en la introducció és un
exemple de contracte financer. Anomenarem benefici —o payoff, en anglès— el
pagament que el venedor promet al comprador, i el preu del contracte serà la
quantitat de diners que el comprador ha de donar al venedor a canvi de rebre
el benefici promès.

Com s’ha esmentat ja en la introducció, el risc creditici es refereix al risc de
patir una pèrdua econòmica a causa de l’incompliment —intencionat o no—15

de les obligacions d’alguna de les parts que signen el contracte. Quan es dóna
aquest incompliment es diu que ha succeït l’esdeveniment de fallida. El temps
en què aquest esdeveniment succeeix es diu temps de fallida.16 L’estudi de
contractes amb fallida es pot fer des de diferents punts de vista. Nosaltres
considerem el problema des de la branca de la matemàtica financera denominada
teoria quantitativa del risc creditici.

Subjacent al nostre mercat considerarem un espai de probabilitat (Ω,F ,P)
i una filtració F = (Ft)t≥0 que s’interpretarà com la informació disponible al
mercat. Suposarem que totes les variables aleatòries i els processos estocàstics
considerats estan definits a (Ω,F ,P).

Considerarem contractes financers amb risc de fallida que tinguin un benefici
de la forma17

X1{τ>T} + X̃1{τ≤T},

15 Un exemple d’incompliment intencionat és quan l’obligació constitueix un deute il.legítim
(vegeu [19]). D’altra banda, l’incompliment pot ser no intencionat, per exemple, quan una de les
parts no té els recursos econòmics necessaris per a mantenir les seves obligacions.
16 En anglès, els termes esdeveniment de fallida i temps de fallida es tradueixen com default
event i default time, respectivament.
17 Aquest benefici es pot fer més complex, per exemple, agregant un sumand Zτ1{τ≤T} en el qual
(Zt)t∈[0,T ] representa el procés de recuperació, el qual determina un pagament de recuperació
que rep el comprador just en el moment en què es produeix la fallida. Vegeu, per exemple, la
secció 2 de [6].
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on τ és la variable aleatòria que modela el temps de fallida, X ∈ L2(Ω,FT ) és el
pagament promès en cas que no hi hagi fallida i X̃ ∈ L2(Ω,FT ) és el pagament
promès en cas de fallida. Un dels problemes principals de la matemàtica finan-
cera consisteix a definir i calcular el preu adequat18 d’un derivat. En general, el
preu adequat és de la forma19

πt(X) := E∗
[
X exp

(
−
∫ T
t
rs ds

)∣∣∣∣∣Ft
]
, t ∈ [0, T ], (15)

on el benefici X pertany a L2(Ω,FT ), el procés estocàstic (rt)t∈[0,T ] modela el
tipus d’interès al nostre mercat, P∗ és una probabilitat equivalent20 a P —de
vegades denominada probabilitat neutral— i E∗ és l’esperança respecte de P∗.

En conseqüència, un dels problemes principals en el risc creditici és calcular
expressions del tipus

E∗
[
(X1{τ>T} + X̃1{τ≤T}) exp

(
−
∫ T
t
rs ds

)∣∣∣∣∣Ft
]
, t ∈ [0, T ]. (16)

La major part dels estudis dedicats al risc creditici té a veure amb la modelització
del temps de fallida. La literatura sobre aquest tema se sol dividir segons dos
tipus d’enfocaments coneguts com l’enfocament estructural i l’enfocament
de forma reduïda. Els orígens del primer es poden basar en els treballs de
Black, Merton i Scholes, mentre que els del segon es basen en el treball de
Jarrow21 i Turnbull [32] i les extensions fetes a [33, 21] (vegeu [10, 31]). Aquests
dos enfocaments se solen considerar competitius i aïllats l’un de l’altre, i la
informació disponible és una de les principals diferències entre tots dos punts
de vista (vegeu [31]). No obstant això, diversos estudis han mostrat escenaris
en els quals es pot passar de l’un a l’altre (e. g., [20, 24, 11]) o bé en els quals
tots dos enfocaments hi juguen un paper (e. g., [10]). Fins i tot s’han proposat
punts de vista unificats (e. g., [4, 67]) en els quals el temps de fallida és modelat
com el primer moment en què un cert procés estocàstic creua una barrera.

4.1 El preu d’un bo amb fallida

Els bons són un objecte d’estudi central en matemàtica financera ja que a través
d’ells és possible estructurar contractes més complexos.

18 Per preu adequat s’ha d’entendre un preu que no doni lloc a oportunitats d’arbitratge.
Intuïtivament, es pot pensar que, quan el mercat és lliure d’oportunitats d’arbitratge, per guanyar
diners necessàriament hom ha d’exposar-se al risc. Per a un estudi detallat sobre l’arbitratge
referim el lector interessat a [7].
19 Per a l’obtenció de l’equació (15) el lector interessat pot consultar [6, 22, 37, 52, 65]. Per a
una presentació detallada sobre l’operador E∗[·|Ft], vegeu [28].
20 Dues mesures de probabilitat definides sobre el mateix espai de mesura (Ω,F), ν1 i ν2, són
equivalents si per a cada A ∈ F , es compleix que ν1(A) = 0 ⇐⇒ ν2(A) = 0.
21 Com s’ha esmentat en la introducció, Jarrow és un dels estudiants de Merton.
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Definició 8. Un bo amb estructura de cupons (ci, ti)i=1,...,n, valor nominal N>0
i maduresa T > 0 és un contracte financer amb benefici

N +
n∑
i=1

ci1{t=ti},

en què c1, . . . , cn ≥ 0 i 0 ≤ t1, . . . , tn ≤ T són unes quantitats i dates, respectiva-
ment, fixades en el contracte. Quan c1 = · · · = cn = 0, es diu que el bo és un
bo sense cupons.

Estudiarem a continuació el problema de valorar bons amb fallida, des dels
dos enfocaments de la teoria quantitativa del risc creditici. En el cas del model
estructural, seguim el model de Merton, ja que, si bé és un model simplista,
permet presentar les complicacions i tècniques de càlcul que apareixen típi-
cament dins del model estructural. Obtindrem, en particular, la fórmula de
Black-Merton-Scholes.

4.1.1 Enfocament estructural. Aquest és l’escenari:

1. Una empresa ven un bo sense cupons, amb valor nominal N i maduresa T .

2. Les polítiques de reestructuració de l’empresa estableixen que es declararà
la fallida si el capital cau per sota d’un nivell crític.

3. En cas de fallida es pagarà, com a recuperació, una fracció α ∈ [0,1] del
capital de l’empresa al temps de la maduresa.

Suposem que el capital d’una empresa i el nivell crític estan modelats pels
processos estocàstics (St)t∈[0,T ] i (`t)t∈[0,T ].

Llavors aquest bo té risc de fallida i el temps de fallida està modelat per

τ := inf
{
t ≥ 0 : St ≤ `t

}
, (17)

amb el conveni que inf∅ = ∞. Per tant, aquest bo amb fallida té un benefici

N1{τ>T} +αST1{τ≤T}.

En virtut de la fórmula (16) i la linealitat de l’esperança, el preu d’aquest
contracte és

D(t, T) := NE∗
[

1{τ>T}e−
∫ T
t rs ds

∣∣∣Ft]+αE∗ [ST1{τ≤T}e−
∫ T
t rs ds

∣∣∣Ft] . (18)

El model de Merton. Sigui (W∗t )t∈[0,T ] un P∗-moviment brownià estàndard.
En el model de Merton el tipus d’interès es considera constant, diguem-n’hi r .
El capital de l’empresa es modela com el moviment brownià geomètric, i. e.,
com la solució22 de l’equació diferencial estocàstica (EDE)

dSt = St((r − κ)dt + σ dW∗t ), (19)

22 Vegeu la secció 3.3.
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on els paràmetres κ i σ > 0 són interpretats com els dividends i la volatilitat del
capital, respectivament. Finalment, la barrera que dispara la fallida es defineix,
només en la maduresa del bo, com a `T = N, de tal manera que τ = 1{ST<N}.
Així podem reescriure el preu a (18) com a

D(t, T) = Ne−r(T−t)P∗ (ST ≥ N | Ft)+αe−r(T−t)E∗
[
ST1{ST<N} | Ft

]
.

El primer sumand es calcula directament en resoldre l’EDE de (19) i usar les
propietats bàsiques del moviment brownià. En efecte,

P∗(ST ≥ N | Ft) = P∗
(
Ste

(
r−κ− 1

2σ
2
)
(T−t)+σ(W∗T −W∗t ) ≥ N

∣∣∣∣Ft) = (20)

= P∗
(
−σ(W∗T −W∗t ) ≤ ln St

N + (r − κ −
1
2σ

2)(T − t)
∣∣∣Ft) =

= Φ
 ln

(
St
N

)
+
(
r − κ − 1

2σ
2
)
(T − t)

σ
√
T − t

 , (21)

on Φ representa la funció de distribució gaussiana estàndard. L’equació (20) se
segueix del fet que, com hem vist en la secció 3.3, la solució a l’EDE de (19) és

St = S0 exp
(
(r − κ − 1

2
σ 2)t + σW∗t

)
.

Així mateix, (21) es dedueix del fet que, condicionat a Ft , −σ(W∗T −W∗t ) és una
variable aleatòria amb distribució N(0, σ 2(T − t)).

El càlcul del segon sumand es pot fer de manera anàloga si fem primer un
canvi de probabilitat. Sigui P(S) la probabilitat definida en termes de la seva

derivada de Radon-Nikodým dP(S)

dP∗ := exp
(
σW∗T − 1

2σ
2T
)
, P∗-quasi segurament.

Denotem per E(S) l’esperança respecte de la probabilitat P(S). Pel teorema de
Girsanov23 sabem que P(S) és equivalent a P∗, així que podem aplicar la regla
de Bayes24 per obtenir la relació següent:

E∗
[
ST1{ST<N}

∣∣Ft] = e(r−κ)TE∗
[

dP(S)

dP∗
1{ST<N}

∣∣∣∣∣Ft
]
=

= e(r−κ)TE∗
[

dP(S)

dP∗

∣∣∣∣∣Ft
]
P(S)(ST < N | Ft).

Amb arguments similars als utilitzats en l’obtenció de (21) es pot mostrar que

E∗
[

dP(S)

dP∗

∣∣∣∣∣Ft
]
= E∗

[
eσ(W

∗
T −W∗t )+W∗t −

1
2σ

2T
∣∣∣Ft] = eσW∗t − 1

2σ
2t = Ste(r−κ)t ,

23 Vegeu, per exemple, la secció A.15 de [45].
24 En general, per a Y ∈ F , obtenim

E∗
[
Y

dP(S)

dP∗

∣∣∣∣∣Ft
]
= E∗

[
dP(S)

dP∗

∣∣∣∣∣Ft
]
E(S) [Y | Ft] .

Vegeu, per exemple, el lema A.1.4 de [45].
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ja que, condicionat a Ft , σ(W∗T −W∗t ) és una variable aleatòria amb distribució
log-normal, amb mitjana σWt − 1

2σ
2T i variància σ 2(T − t).

D’altra banda, el teorema de Girsanov també ens assegura que (W (S) :=
W∗t − σt)t∈[0,T ] segueix un P(S)-moviment brownià estàndard, de manera que,
tal com hem fet amb el primer sumand, podem calcular que

P(S) (ST < N | Ft) = Φ
− ln

(
St
N

)
+
(
r − κ + 1

2σ
2
)
(T − t)

σ
√
T − t

 .
Com a conclusió obtenim

D(t, T) = Ne−r(T−t)Φ
 ln

(
St
N

)
+
(
r − κ − 1

2σ
2
)
(T − t)

σ
√
T − t

+

+αSte−κ(T−t)Φ
− ln

(
St
N

)
+
(
r − κ + 1

2σ
2
)
(T − t)

σ
√
T − t

 .
(22)

La fórmula acusada de destruir l’economia mundial. De la fórmula (22),
prenent α = 1 i κ = 0, podem obtenir la fórmula de Black-Merton-Scholes (1).
Per a veure-ho, recordem que una opció europea de venda amb maduresa
al temps T i preu d’exercici N és un contracte financer mitjançant el qual
el comprador de l’opció adquireix el dret —però no l’obligació— de vendre
determinat producte al venedor de l’opció, i T és el moment en el qual es pot
fer la venda, i N el preu que cal pagar per aquest producte. Si ST és el preu al
mercat del producte en el temps T , llavors el benefici de l’opció de venda és

(N − ST )+ :=max{N − ST ,0}.

Aleshores n’hi ha prou amb veure que

N1{τ>T} + ST1{τ≤T} = N1{ST≥N} + ST1{ST<N} = N − (N − ST )+.

Per tant, és suficient combinar les expressions (16) i (22) per a obtenir

E∗
[
e−r(T−t)(N − ST )+ | Ft

]
= Ne−r(T−t) −D(t, T) =

= Ne−r(t−T)Φ
− ln St

N + (r −
σ2

2 )(T − t)
σ
√
T − t

−
− StΦ

− ln St
N + (r +

σ2

2 )(T − t)
σ
√
T − t

 .
Extensions del model de Merton. El model considerat abans es pot estendre
considerant:
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• Barreres estocàstiques per a definir la fallida.

• Tipus d’interès estocàstics.

• Altres dinàmiques per al capital de l’empresa i el tipus d’interès (e. g.,
modelar usant l’exponencial d’un procés de Lévy o d’un moviment brownià
fraccionari).

Cadascuna d’aquestes extensions respon al desig de modelar caracterís-
tiques específiques del fenomen que s’observen en la pràctica. Òbviament,
cadascuna dóna lloc a problemes nous i, per tant, al desenvolupament d’eines
matemàtiques noves. Per exemple, el fet de considerar barreres estocàstiques
porta a l’estudi del temps de xoc d’un brownià pel que fa a una barrera estocàs-
tica. Aquest és un problema del qual només es tenen solucions parcials, i no és
fàcil trobar fórmules explícites quan la barrera deixa de ser una recta.25 Modelar
els tipus d’interès de manera estocàstica complica clarament els càlculs de la
fórmula (16). D’altra banda, modelar l’evolució del capital mitjançant processos
diferents comporta la necessitat de desenvolupar el càlcul estocàstic i el càlcul
numèric corresponents. La complexitat d’estendre el model simultàniament en
aquestes tres direccions és evident.

4.1.2 L’enfocament de forma reduïda per al risc creditici. Com hem vist,
en l’enfocament estructural, l’esdeveniment de fallida és endogen i la mode-
lització recau sobre la dinàmica assumida per als processos que descriuen
l’evolució del capital de l’empresa i la barrera crítica. En contrast, en l’enfoca-
ment de forma reduïda, es considera que l’esdeveniment de fallida és exogen i
la modelització recau sobre la dinàmica assumida per a la intensitat de fallida
(γt)t∈[0,T ] i el procés de risc

Γt :=
∫ t

0
γs ds, t ∈ [0, T ].

En l’enfocament de forma reduïda se suposa que la probabilitat de fallida està
descrita per (γt)t∈[0,T ] segons la relació següent:

P∗(τ > t | Ft) = e−Γt = exp

(
−
∫ t

0
γs ds

)
. (23)

A [60, capítol 5] es pot trobar una descripció d’alguns models usuals per a
processos de risc i de tècniques per a calibrar la intensitat de fallida a partir
d’altres contractes amb el risc de fallida com les denominades permutes d’in-
compliment creditici —o bé, credit default swaps. Cal esmentar que, donat un
model per al procés de risc, sempre és possible construir un temps d’aturada
que satisfaci (23), per exemple, prenent τ com el primer salt d’un procés de
Poisson (cf. (3)) al qual hem canviat el temps fent servir (Γt)t≥0; vegeu-ne els
detalls a [38].

25 El lector interessat pot trobar un recull de resultats relacionats a [9].
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Una altra diferència substancial entre ambdós enfocaments és que en l’enfo-
cament estructural la informació de referència (F) és suficientment rica per a
saber si l’esdeveniment de fallida ha ocorregut26 o no. Mentre que això no passa
en l’enfocament d’intensitat, a causa de la naturalesa exògena de l’esdeveniment
de fallida. En canvi, la informació disponible al mercat queda modelada per la
filtració engrandida27 G := (Gt)t∈[0,T ] definida com a

Gt := (Ft ∨ σ(τ ∧ s), s ≤ t).

Per construcció, amb la informació donada per G sí que podem saber si l’es-
deveniment de fallida ha ocorregut o no. Denotarem per H := (Ht)t∈[0,T ] la
filtració natural generada pel procés (Ht := 1{τ≤t})t∈[0,T ]. Amb aquesta notació
escriurem G = F∨H.

El càlcul dels preus de derivats es basa en el resultat següent, habitualment
denominat el lema clau de l’enfocament de forma reduïda.28

Lema 9. Siguin 0 ≤ t < s ≤ T . Si X és GT -mesurable aleshores tenim que

E∗
[
1{τ>s}X | Gt

]
= 1{τ>t}

E∗
[
X1{τ>s} | Ft

]
P∗(τ > t | Ft)

. (24)

La importància d’aquest resultat és deguda al fet següent. Per a calcular
el terme de l’esquerra de (24), en principi, hauríem de comptar la informació
continguda a Gt ; no obstant això, la nostra filtració de referència és més petita,
i. e., Ft ⊂ Gt . Malgrat això, aquest lema clau ens permet expressar aquest
càlcul en termes d’esperances condicionades a la informació de Ft , que sí que
coneixem.

Usant el lema clau podem donar l’expressió general del preu d’un bo sense
cupons, amb valor nominal N i maduresa T . En efecte, fent servir (15) i (24), el
preu d’aquest bo és

D(t, T) = NE∗
[

1{τ>T} exp

(
−
∫ T
t
rs ds

)∣∣∣∣∣Gt
]
=

= N1{τ>t}
E∗
[

1{τ>T} exp
(
−
∫ T
t rs ds

)∣∣∣Ft]
P∗(τ > t | Ft)

=

= 1{τ>t}E∗
[

exp

(
−
∫ T
t
rs + λs ds

)∣∣∣∣∣Ft
]
.

(25)

Com hem esmentat abans, una part de la importància que té l’estudi dels
bons rau en el fet que contractes més complexos es poden expressar en termes
de bons. En conseqüència, el càlcul del preu d’aquests contractes està relacionat
amb el càlcul d’expressions com la que apareix a (25). El càlcul explícit d’aquesta

26 És a dir, {τ > t} ∈ Ft per a tot t, o sigui, τ és un temps d’aturada respecte de la filtració F.
27 A [15] es pot trobar una exposició sobre el tema de l’engrandiment de les filtracions.
28 Vegeu la secció 5 de [6] i la secció 8 de [37].
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expressió depèn del model que suposem per al tipus d’interès i per a la intensitat
de fallida. Observem, no obstant això, que el preu del bo amb fallida equival
al preu d’un bo sense fallida en el qual el tipus d’interès no és (rt)t≥0 sinó
(rt + λt)t≥0.

Un exemple recent és el que s’ocupa de modelar el tipus d’interès i el procés
de risc per mitjà de processos fraccionaris o processos d’àmbit. Tot i que les
tècniques, la complexitat de càlcul i les implicacions de cadascuna d’aquestes
opcions són significativament diferents, en tots dos casos es pot obtenir una
expressió tancada per a (25). En el cas d’un model que fa servir processos
fraccionaris (vegeu [5]), aquesta expressió és de la forma

D(t, T) = eA(t,T) exp
(
−
∫
f(s, t, T)dBHs

)
,

on A i f són funcions deterministes que depenen només dels paràmetres del
model, i la integral és respecte d’un brownià fraccionari amb paràmetre de
Hurst H > 1

2 . En el cas del model que fa servir un procés d’àmbit, es pot obtenir
una expressió amb la mateixa estructura però en la qual, com esmentem en
la secció 2.4, la integral estocàstica s’ha de prendre en el sentit de Walsh [66]
i respecte a una mesura aleatòria de Wiener (vegeu [13]).

5 Conclusions

En aquest article hem presentat algunes de les idees, dels models i de les
tècniques bàsics de la teoria quantitativa del risc creditici. La llista de referències
bibliogràfiques —clàssiques i recents— que hem citat al llarg del text permetrà
al lector aprofundir en la matèria i trobar tot un univers de temes que no han
estat tractats aquí.

Hem intentat mostrar exemples clàssics juntament amb propostes de dis-
cussió i recerca actuals, amb la finalitat de posar de manifest que l’estudi de la
matemàtica financera és un camp actiu i en desenvolupament constant. Més
encara, hem procurat també fer veure que els problemes tractats en aquesta
branca de les matemàtiques tenen una gran complexitat teòrica i que les seves
aplicacions comprenen escenaris en diverses branques de la ciència.

Quin tipus de matemàtiques es fan en la branca de matemàtiques financeres?
És una pregunta recurrent avui en dia, per part dels matemàtics i també dels
científics i del públic en general. Esperem que aquest article hagi servit per a
donar una resposta parcial a aquesta pregunta i, amb sort, haver convençut el
lector de la necessitat de participar en aquesta branca bella, fèrtil, profunda i
útil de les matemàtiques.
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1. Heat transfer with nanofluids: Experimental results concerning the re-
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model which has been used by many authors to predict an improvement
in heat transfer with increasing nanoparticle concentration in fact shows
a decrease.

2. Nanoparticle melting: Nanoparticles often exhibit a sharp increase in
melting rate as the size decreases. A mathematical model will be presented
which predicts this phenomena and explains the experimentally observed
abrupt melting of the smallest nanoparticles.

3. Enhanced flow in carbon nanotubes (CNTs): This model shows that the
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